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11 Algoritmos de Ordenagao

Nestase@o vamosconsideramutrosalgoritmosparaordenad@o: InsertionSort,MergeSorte QuikSort Apresen-
taremosos algoritmosMergeSorte QuickSortimplementadosecursvamentee utilizando uma importantetécnica
chamadaDivisdo e Conquista Estesdois algoritmosesfio entreos algoritmosmaisrapidosparaordena@o usando
apenasomparaao entreelementos.Nestetipo de ordena&o, o algoritmo QuickSorté o quetem o melhortempo
médio paraseordenarsediénciasemgeral.

11.1 Algoritmo InsertionSort

O algoritmo InsertionSortamkem usaa técnicade projetode algoritmo por indugdo pararesoher o problema,i.e.,
supondasaberesoher um problemapequenoresohe seum maior.

Consideraimvetory = (v1,v2, . - -, s 1, V). Vamossuporquejasabemosrdenamo vetory’ = (vy, va, ..., vp 1)
(comn — 1 elementose portantomenorquen). A idéiaé ordenar vetorv' e depoisinseriro elementav,, naposi@o
correta(da o nomelnsertionSort) Primeiramentapresentamasm algoritmorecursvo queimplementeestaidéia.

procedure InsertionSortRecurgb(var v : TipoVetorReal;n:intger);
var i :integer,;
aux: real;
begin
if n>1thenbegin
InsertionSortRecurad(v,n—1); {Ordenaosn—1 primeiros elementos
aux=v[n]; i.=n;
while (i>1) and (v[i —1]>aux)do begin
v[i] :=Vv[i—1];
ii=i—1,
end;
v[i] ;= aux;
end,
end; { InsertionSortRecsivo }

O algoritmotemumaestraégiaindutiva e fica bemsimplesimplemené-lo de maneirarecursva. Note queabase
darecur@oé parao vetorcomno maximol elementqnestesasoo vetorjaest ordenada portantoo problemagpara
estevetorja est resolvido). Uma vez que desemolvemosa estraégia, podemosobserar que podemosdescreé-lo
melhorde formainteratva, umavez queo algoritmoacimafaz umachamadaecursva noinicio darotina(vejase@o
10.4). Assim,umaestraégiamaiseficiente usandaduasestruturagle repeti@o, & apresentada seguir.

procedure InsertionSoriar v : TipoVetorReal;n:intger);
var i,j : integer;
aux: real;
begin
for i:=2to ndo begin
aux=V[il; j:=i;
while (j>1) and (v[j —1]>aux)do begin
Vil == Vvli—1;
ji=i-1
end,
v[j] := aux;
end,
end; { InsertionSort}

No casomédio estealgoritmo tamkem gastaum tempo computacionafjuadético em rela@o a quantidadede
elementosPoroutrolado,seainstnciaestiver quaseordenada estealgoritmoé bastanteapido.
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11.2 Algoritmo MergeSorte Projeto por Divisdo e Conquista

O algoritmoMergeSorttamkem usaa estraégiapor inducgo. Alémdisso,o algoritmousade outratécnicabastante
importantechamaddivisao e ConquistaNestetipo de projeto,temosassejuintesetapas:

e ProblemasuficientementpequenoResolvidodeformadireta.
e Problemanaoé suficientementpequeno:

Divisdo: O problemeaé dividido emproblemasnenores.
Conquista: Cadaproblemamenoré resolvido(recursvamente).
Combinar: A solu@odosproblemasnenores combinadaleformaa construira solu@odo problema.

No algoritmoMergeSort,a etapade divisdo consisteem dividir o vetor, comn elementosem dois vetores(sub-
vetores)de mesmatamanhaoou diferindode no maximoum elementoNo caso,umvetorv = (v, ..., v,) édividido
emvetoresy’ = (v1,...,Yn/2)) €0" = (V275 -+, Vn)-

Parafacilitar, emvezderealmentalividir o vetoremdoisoutrosvetoresusaremosndicesparaindicaro inicio eo
fim deum sulvetorno vetororiginal. Assim,estaremosemprerabalhand@womo mesmaovetor, maso subvetoraser
ordenadeem cadachamadaecursva se@a definidoatravésdestedndices.Casoo vetortenhano maximo 1 elemento,
o vetorjaestordenada@ nao precisamosubdvidir empartesmenoregbasedarecur&o).

Umavezqueo vetor(problema)oi dividido emdoissulvetoregproblemasnenores)yamosordenarconquistay
cadasubvetor (subproblemajecursiamente.

A combina&o dassolu®esdos subproblemag feita intercalandoos dois subretoresordenadogm apenasum
vetor Paraisso, usaremodglois indicesparapercorreros dois subsetorese um terceiroparapercorrero vetor gue
recebed os dois vetoresintercaladosyetor resultante. A idéia & comear os indicesno inicio dos dois vetorese
compararos dois elementodocalizadospor estesindicese atribuir no vetor resultanteo menorvalor. Em seguida,
incrementamos indicequetinhao menorvalor. Esteprocessserepeteate quetenhamosntercaladoos doisvetores
no vetorresultante.

No quadroseguinte apresentamos procedimentgaraintercalaros vetoresV [inicio, . .., meio| € V[meio +
1,...,fim] enafigura36ilustramosseucomportamento.

procedure IntercalaMegeSortyar v : TipoVetorReal]nicio,Meio,Fim:inteer);
var i,j,k : integer; {vl = [Inicio..Meio], v2 = [Meio+1..Am]}
begin { supondaa declamagcéo de Vauxno procedimentgrincipal }
i:=Inicio; j:=Meio+1; k:=Inicio;
while (i<=Meio) and (j<=Fim) do begin
if (v[i]>V[j]) then begin {Sempe inserindoo menoremVaux}
vaux[k]=vl[jl; j:=j+1;
end elsebegin
vaux[k]:=v[i]; i:=i+1;
end;
k:=k+1,
end;
while (i<=Meio) do begin
vaux[K]:=V[i]; {Inserindooselementosio primeiro vetor}
ii=i+1; ki=k+1,
end;
while (j<=Fim) do begin
vaux[k]:=V[j]; {Inserindooselementosio sgundo vetor}
ii=j+1; ki=k+1,;
end,
for k:=Inicio to Fim do v[k] := vaux[K]; { Copiandopara o vetororiginal}
end; { IntercalaMegeSort}

A sauir, descrgemoso algoritmoMergeSort.
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Configuracéo Inicial

‘ Preenchimento de
Vaux até que um

Vauﬂ 0|1 ‘ dos vetores tenha
K . sido transferido
.
V’1378902456‘
fi 1
Vauﬁ ol1]2]3]4a]5]6 \
Tk
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Tk
vioj1]2]3]4[5[6[7[8]9] copadovetor
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Vau>40 112]3]a]s]6]7]s8 9\ Vo, i
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Figura36: Intercala@odedois sub-\etores.

procedure MergeSortyar V : TipoVetorRealn:integer);
var Vaux: TipoVetorReal; {vetorauxiliar para fazerintercalacoe$

{ ——> Inserir rotina Intercala IntercalaMegeSort<—— }

procedure MergeSortRecurgo(var V : TipoVetorRealjnicio,fim:integer);
var meio: integer;
begin
if (fim > inicio) then begin {Setiver quantidadesuficientede elementos
meio=(fim+inicio) div 2; {Dividindo o problemg
MergeSortRecurso(V,inicio,meig; {Conquistandsubppblemal}
MergeSortRecurso(V,meiot1,fim); {Conquistandsubpoblema2}
IntercalaMegeSort(\inicio,meio,fim); { Combinandsubpoblemasl e 2}
end;
end; { MergeSortRecsivo }

begin
MergeSortRecurso(V,1,n);
end; { MergeSort}

Na figura 37 apresentamosma simula@o do algoritmo MergeSortparao vetor|7,3,8,1,4,2,6,5 Denotamosa
chamadada rotina MergeSort(V)por M(V), e a rotina IntercalaMegeSortpor I(v1,v2). Seumachamadadarotina
M (V) exige chamadasecursvas, estaé substitida pelaschamadad( M (V') , M(V") ), ondeV’ e V" saoasduas

partesdeV'.
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M_( 7, 3 , 8 , 1 4 , 2 , 6 , 5

K(M( 7 , 3 , 8 , 1) M4 , 2 , 6 , 5)
(KM 7 , 3 M(8 , 1) M4 , 2 , 6 , 5))
IC(IM(7) M@3) M(8 , 1) M4 , 2 , 6 , 5))
(7 M@)) M8 , 1) M4 , 2 , 6 , 5))
(7, 3 M(8 , L)YM4 , 2 , 6 , B5))
(( @, 70 M(s8 , 1IYM& , 2, 6 , 5)
(@3, 7)) M8  M@) M4 , 2 , 6 , 5
(K @ , 7 N 8 ,MLYMA , 2 , 6 , 5)
i 3 , 7 0 8 , 1IHyM4 , 2 , 6 , 5)
e 3 , 7, @ , 8y M4 , 2 , 6 , 5)
I( @, 3, 7, 8§ M4 , 2, 6 , 9)
I( @, 3, 7 , 8 ,@2 , 4 , 5 , 8)
( 1, 2 , 3 , 4 ,5 , 6 , 1 , 8

Figura37: Simula@odaschamadasecursvasdo procedimentdergeSortparao vetor| 7,3,8,1,4,2,6,5

11.3 Algoritmo QuickSort

O algoritmoQuickSorttamkem usaa técnicade divisao e conquistadividindo cadaproblemainicial em duaspartes.
Nestecaso,a etapade divisao em dois subproblemag maissofisticadamaspor outro lado a etapade combina@o é
simples(lembrandaqueno algoritmoMergeSort dividir & simplesenquanta@ombinaré maissofisticado).

Paradividir umvetorv = (v1,...,v,) emdoissubvetoresy’ = (vy,...,v,) €v" = (v{,...,v;), 0 algoritmousa
deumpivo X talquev; < X,i=1,...,peX <vj,j=1,...,q.

Umavezqueo vetorv foi dividido nossubvetoresy’ e v, estessaoordenadosecursvamentg(conquistados
Porfim, osvetoressao combinadosquenadamaisé quea concateng@o dosvetoresordenados’ e v”.

A etapamaiscomplicadanestealgoritmoé a etapade divisao, que podeserfeita eficientement&o mesmovetor
v = (v1,...,v,). Primeiroescolhnemosim pivo X. Umadasvantagensle seescolherestepivo do proprio vetora
serordenadc quepodemosmplementara estraégiagarantindossempreque cadasubvetor € estritamentenenorque
o vetororiginal. O quefaremose tomaro pivo X € v e dividir o vetorv emsulvetoresv’ e v” detal maneiraquea
ordena@ofinal setorneo vetorv'||(X)||v", ondeo operadol| &aconcateng&odevetores.

Antesdeapresentao algoritmode particionament@mum vetor, vamosapreserit-lo usandaim vetorauxiliar. A
implementaéo & maissimplese ficamaisfacil de seentenderidéiado programaPrimeiroarotinaescolheum pivo
(posi@o (IndPivo < |inicio + fim)/2]). Trocacomo primeiroelementdV [inicio]). Em seguidapercorre-s¢odos
os demaiselementod/ [inicio + 1..fim] e insereos elementosnenoresou iguaisao pivo, lado a lado, no inicio do
vetorauxiliar Oselementosnaioresqueo pivo sdoinseridosladoaladoa partir do fim do vetorauxiliar. Porfim, o
pivo éinseridonaposid@ointermedaria e o vetorauxiliar & copiadoparao vetorauxiliar.
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function ParticionaQuickSort(ar v : TipoVetorReal;inicio,fim:intger):irteger;
var esq,difindicePvo:integer; Pivo:real,

{ Suponda declamagédo de Vaux (vetorauxiliar p/ particao) no procedimentgrincipal}
begin

troca(v[inicio],v[(inicio+fim) div 2]);{escolhade um pivo}

Pivo := v[Inicio]; {Pivo ficanaposi@o Inicio }

esqg=lnicio;  dir:=Fim;

for i:=Inicio+1 to fim do begin

if (V[i] > Pivo) then begin

Vaux[dir] := V[i]; dec(dir);
end elsebegin
Vaux[esq]:= VI]i]; inc(esq);
end,
end;

V[esq]:= Pivo; {esg=dir}
for i:=Inicio to fim do V[i] := Vaux{i]; { CopiaVaux[inicio..fim] para Vlinicio..fim]}
ParticionaQuickSort= esq;

end;

No quadrosegguintemostramogsomportamentaestealgoritmo.

yinicio Pivo ¢f|m

V’8‘12‘7‘13‘9‘10‘2‘15‘9‘17‘7‘

Vauﬁ miq | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Mi‘r Configuragéo Inicial
V| IE‘VOIIZ\ 7[13[ 9] 8] 2]15] 9]17] 7] cocano oo
Vau% ¢e_iq ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Tdir primeira posic

v ]10\ 12\ 7 \ 13\ 9\ 8‘ 2 \ 15\ 9 \ 17\ 7\ (12>pivo) copia.
12 no fim do vetor

ol ][ [ [ ][] ]~

fesq fdir
Pivo i

V’lO‘lZ‘7‘13‘9‘8‘2‘15‘9‘17‘7

(7<pivo) copia
7 no inicio do vetor

Vauﬂ 7-‘ Teiq ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Tdi‘rlz‘ auxiliar
v [10 2] 713 0] 8] 2] 18] 8] 17] 7] comoycon

13 no fim do vetor

vola] T[] ] Jm[™"
V’lpoi\volz\ 7\13\ 9\ é\ 2\15\ 9\17\ 7\ !

Vau>47\9\8‘2\9‘7\ \17‘15\13\12‘

fesq=dir

Pivo ¢i
v ]10\ 12\ 7\13\ 9\ 8‘ 2\15\ 9\17\ 7\ Copi pivo

Vaux 7| 9| 8| 2| 9| 7[10]17] 15| 13| 12| mtermediaria

fesqg=dir
¢P|vo ¢|
v|7]ols|2]9]7]|10]17 15 13 12| copa vetor
auxiliar para o
Vau>4 7\ 9\ 8‘ 2\ 9\ 7 \10\ 17\ 15\ 13\ 12\ vetor original.
fesq=dir
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Agoravamosdescreer o procedimentgaraparticionarum vetor, atraveésde um pivo e semusode vetor auxiliar.
Primeiramenteolocaremo® pivo na primeiraposi@o do vetor Paraobteros sulvetoresy’ e v, usaremosle dois
indicesno vetor original, esge dir. Inicialmenteesqcomea no segundoelementado vetor (logo depoisdo pivo) e
dir come@ no Gltimo elementodo vetor Em seguida,fazemo indiceesq“andar” paraa direitaenquanta indice
apontamparaum elementanenorou igual ao pivo. Fazemo® mesmocom o indicedir, “andando-o”paraa esquerda
enguanta elementocapontadgoor ele for maior queo pivo. Isto fara comqueo indiceesqva pulandotodosos ele-
mentosguevaopertenceaovetorv’ e o indicedir pulatodosos elementogjuevao pertenceaovetorv”. Quandoos
doisindicespararem estesvao estarparadosm elementogjue ndo sao os pertencenteaoscorrespondentegtores
e nestecaso,trocamosos dois elementose continuamos processo.Paramantera separaao entrev’ e v viawel,
vamosfazeresteprocess@sempreenquantcesq < dir. Quandatodoesteprocessderminar(i.e., quandoesq > dir),
iremosinseriro Pivo (queestaa naprimeiraposi@o) separandosdois vetores.O algoritmoQuickSortest descrito
napaginall2. Existemoutrasimplementadesdo algoritmoQuickSortquesao maiseficientegjuea versioqueapre-
sentamosemborasdotamkemum poucomaiscomplicadas.
function ParticionaQuickSort(ar v : TipoVetorReal;inicio,fim:intger):irteger;
var esq,difindicePvo : integer;

Pivo s real,
begin
troca(v[inicio],v[(inicio+fim) div 2]);{escolhade umpivo}
Pivo := v[Inicio]; {Pivo ficanaposid@o Inicio }
esq=Inicio+1; {primeiro elementanaisa esqueda, pulandoo pivo}
dirr=Fim;  {primeiro elementanaisa direita}
while (esgcdir) do begin

while (esgedir) and (v[esq] <= Pivo) do inc(esq);

while (esgedir) and (pivo < v[dir]) do dec(dir);

if esgedir then begin

troca(V[esq],V[dir]);
inc(esq); dec(dir);
end;
end; {dir <= esq,e |esg-dir|<=1}
if v[dir] <=Pivo then IndicePvo := dir {dir=es¢-1 oudir=esg
elselndicePvo := dir—1; {esg=dir}
troca(v[IndiceRio],v[Inicio]); {Colocao pivo sepaandoosdoissubvetoes}
ParticionaQuickSort= IndicePvo;
end,

A sauir, apresentamaosdescri@odo algoritmoQuickSort.
procedure QuickSortyar V : TipoVetorRealn:integer);
{ ——> Declarar Vauxe inserir rotina Intercala ParticionaQui&Sort< —— }
procedure QuickSortRecursb(var V :TipoVetorReal;jnicio,fim:integer);
var IndicePvo : integer;
begin
if (fim > inicio) then begin {setempelomeno elementos
IndicePvo := ParticionaQuickSortnicio,Fim); { Dividindo o problemg
QuickSortRecurso(V,Inicio,IndcePivo—1); {Conquistandsubpoblemal}
QuickSortRecursp(V,IndicePvo+1,Fim); {Conquistandsubpoblema2}

end, {Nao & precisofazernadapara combinarosdoissubpoblemas
end,
begin
QuickSortRecurso(V,1,n);
end;
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11.4 Exercicios

1. Facaumarotinarecursva paraordenamuum vetorusandaa estraégiado algoritmoSelectionSort.

2. Fac@aumalgoritmoparaordenaiumvetorusandaimaestraégiaparecidacomausadgeloalgoritmoMergeSort
sb queemvez de dividir em duaspartes divide emtréspartes. (l.e., se o vetor for suficientement@equeno,
ordena-sale formadireta. Casocontiario estealgoritmodivide o vetorem 3 partesiguais(ou diferindode no
maximo um elemento).Ordenarecursvamentecadaum dostréssubvetorese por fim o algoritmointercalaos
trésvetorespbtendoo vetorordenado.)

3. Seja(v;, ..., vs) elementogonsecutios deumvetorv doindices aoindice f. Projeteum procedimentaecur
sivo como cabealho

procedure minmaxf{ar v: Tipo\etorRea] i,f: integer; var minimo, maximo:real);
gueretornaem minimoe maximoo menore 0 maiorvalor queaparecerno vetor v dosindicesi aoindice f,
respectramente.O procedimentaleve dividir o vetoremdois subvetoresde tamanhosjuaseguais(diferindo
denomaximol elemento).

4. (K-esimo)O problemado K -ésimoconsisteem, dadoum vetor comn elementosgncontrarm k-ésimomenor
elementado vetor Note queseo vetorjaestiver ordenadopodemogesoher esteproblemaobtendoo elemento
gue est na posi@o k do vetor Isto nosda um algoritmo que usaa ordena&o pararesoher o problemado
k-ésimo. Entretanto g pos$vel seresolher esteproblemade maneiramaiseficiente,no casomédio. A idéiaé
combinarduasestraégias:

(a) Estraégiadabuscabinaria,dedescartaumapartedo vetor.
(b) Estraégiado algoritmo ParticionaQuikSort quedivide o vetorV emtréspartes,V = (V'||(X)||V"),
ondeV’ conémoselementosnenoreuiguaisa X e V" conémoselementosnaioresque X .

Useestagduasestraégiasparadesermolver umafuncidoquedadoV, n e k, devolve o k-ésimomenorelemento
dovetor
5. Fa@um programacontendgrocedimentosomos segyuintescabealhos:

procedure MergeSortyar v:Tipo\etor, n:integer);
procedure QuickSortgar v:Tipo\etor, n:integer);
procedure SelectionSortfar v:Tipo\ktor, n:integer);
procedure InsertionSortfar v:Tipo\ktor, n:integer);
procedure aleatoriogar v:Tipo\etor, n:integer);

ondeTipo\ktor & um vetordenlimeros:
type TipoVetor=array [1..30000]of integer;

AsrotinasMergeSort,QuickSort,InsertionSore SelectionSorsaorotinasparaordenamusandmsalgoritmosdo
mesmaome.A rotinaaleatoriocolocano vetorv aquantidadelen elementogeradogpseudopleatoriamente
pelafuncaorandom(MAXINT).

O programadeve ter rotinasauxiliaresparaleiturae impres&o de vetores.O programadeve ter um menucom
opcoes:

(a) Lerumvetorcomn inteiros(n tamkemeélido). Inicialmenten = 0.
(b) Gerarvetoraleabrio comn elementogn €lido).

(c) OrdenamorMergeSort.

(d) Ordenampor QuickSort.

(e) OrdenarporInsertionSort.

(f) Ordenaror SelectionSort.

(g) Imprimir o vetor.

(h) Sairdoprograma.

O alunodeve cronometrars temposgastospelasrotinasde ordena@o paraordenarn inteiros (pseudo)ale-
atorios,onden podesern = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000, 25000, 30000 (ou 0 quantoo computadosupor
tar). Casoalgummétodosejamuito lento,ignoresuaexecu@o. Nao & necesario entrggar estegempos.
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Exerciciosmais elaborados,usandorecursao
6. (Passeiodo Cavalo) Considereum takuleiro retangularcomn x m casas.O cavalo € umape@ que “anda”
nestetakuleiro, inicialmenteemumaposi@o espedica. O cavalo podeandarduascasasemum dossentidos,
horizontalmentéverticalmente)e umacasaverticalmentghorizontalmente)Dadoumtatuleiron x m, euma
posid@oinicial docavalo (7,7), 1 <i <nel < j < m, fa@umprogramajueresolhe osseuintesitens:

(a) Digaseo cavalo consguefazerum passeigassandportodasasn - m casaslo taluleiro.

(b) Dadoumaposi@o(a,b),1 <a <nel <b< m,digaseexisteum passeialacasadeorigem(i,j) ata
casaa, b). Em casopositvo, imprimaumasediénciade movimentosqueo cavalo precisafazerparair de
(i,) para(a, b).

7. (Problemadas8 Rainhas)O problemadas8 rainhasconsisteemencontraumadisposj@ode 8 rainhasemum
taluleiro de xadrez.Umarainhapodeatacarqualqueroutraque estejanamesmadinha, colunaou diagonaldo
taluleiro. Portantoo objetivo & disporas8 rainhasde maneiraque qualquerduasdelasnao seataquem.Faga
um programagueencontraa solu@o paraesteproblemacomn rainhasemum tatuleiron x n.

8. (Pentominos)Um Pentominoé uma figura formadajuntando5 quadradosguais peloslados. As 12 figuras
pos$veis, excetopor rotades,saoasseguintes:

LT A+
HL1FTL

Dadoum retangulon x m, 0 objetivo € preencheesteretangulocom os pentominossemsobreposiao entre
pentominoe semgueum pentominaultrapasse bordado retangulo.Porexemplo,afiguraseguintemostraum

retingulo6 x 10 preenchid@ompentominosAlémdisso,um pentomingpodesergiradoantesieserencaixado
noretangulo.

Faga um programaecursvo pararesoher esteproblemasdadoum retangulon x m.
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