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11 Algoritmos deOrdenação

Nestaseç̃ao vamosconsideraroutrosalgoritmosparaordenac¸ão: InsertionSort,MergeSorte QuickSort. Apresen-
taremosos algoritmosMergeSorte QuickSortimplementadosrecursivamentee utilizando uma importantetécnica
chamadaDivisão e Conquista. Estesdois algoritmosest̃ao entreos algoritmosmaisrápidosparaordenac¸ão usando
apenascomparac¸ão entreelementos.Nestetipo de ordenac¸ão, o algoritmoQuickSorté o quetem o melhor tempo
médioparaseordenarseq̈uênciasemgeral.

11.1 Algoritmo InsertionSort

O algoritmoInsertionSorttamb́em usaa técnicade projetode algoritmopor induç̃ao pararesolver o problema,i.e.,
supondosaberresolver um problemapequeno,resolve seum maior.

Considereumvetor �������
	��
�������������
������	��
����� . Vamossuporquejásabemosordenarovetor ���������
	��
�������������
������	��
(com �! #" elementos,eportantomenorque � ). A idéiaéordenaro vetor � � edepoisinseriro elemento��� naposiç̃ao
correta(dáı o nomeInsertionSort).Primeiramenteapresentamosum algoritmorecursivo queimplementaestaidéia.
procedure InsertionSortRecursivo(var v : TipoVetorReal;n:integer);
var i : integer;

aux: real;
begin

if n $ 1 then begin
InsertionSortRecursivo(v,n  1);

�
Ordenaosn  1 primeiroselementos�

aux:� v[n]; i: � n;
while (i $ 1) and (v[i  1] $ aux)do begin

v[i] : � v[i  1];
i: � i  1;

end;
v[i] : � aux;

end;
end;

�
InsertionSortRecursivo �

O algoritmotemumaestrat́egiaindutiva e fica bemsimplesimplement́a-lo demaneirarecursiva. Notequea base
darecurs̃aoéparao vetorcomnomáximo1 elemento(nestescasoo vetorjáest́aordenadoeportantoo problemapara
estevetor já est́a resolvido). Uma vez quedesenvolvemosa estrat́egia,podemosobservar quepodemosdescrevê-lo
melhordeformainterativa, umavezqueo algoritmoacimafazumachamadarecursiva no inı́cio darotina(vejaseç̃ao
10.4).Assim,umaestrat́egiamaiseficiente,usandoduasestruturasderepetiç̃ao,é apresentadaaseguir.
procedure InsertionSort(var v : TipoVetorReal;n:integer);
var i,j : integer;

aux: real;
begin

for i: � 2 to n do begin
aux:� v[i]; j: � i;
while (j $ 1) and (v[j  1] $ aux)do begin

v[j] : � v[j  1];
j: � j  1;

end;
v[j] : � aux;

end;
end;

�
InsertionSort�

No casomédio estealgoritmo tamb́em gastaum tempocomputacionalquadŕatico em relaç̃ao a quantidadede
elementos.Poroutrolado,sea inst̂anciaestiver quaseordenada, estealgoritmoébastanterápido.
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11.2 Algoritmo MergeSorteProjeto por DivisãoeConquista

O algoritmoMergeSorttamb́em usaa estrat́egiapor induç̃ao. Al émdisso,o algoritmousade outratécnicabastante
importantechamadaDivisãoeConquista.Nestetipo deprojeto,temosasseguintesetapas:

% Problemasuficientementepequeno:Resolvidodeformadireta.
% Problemanãoé suficientementepequeno:

Divisão: O problemáedividido emproblemasmenores.
Conquista: Cadaproblemamenoré resolvido(recursivamente).
Combinar: A soluç̃aodosproblemasmenoreśecombinadadeformaaconstruirasoluç̃aodo problema.

No algoritmoMergeSort,a etapadedivisão consisteemdividir o vetor, com � elementos,emdoisvetores(sub-
vetores)demesmotamanhoou diferindodeno máximoum elemento.No caso,um vetor �!�&���
	����������
���'� é dividido
emvetores� � ����� 	 �������(�
�*) ��+,�.- � e � � � �����*/ ��+,�.0 �������(�
� � � .

Parafacilitar, emvezderealmentedividir o vetoremdoisoutrosvetores,usaremośındicesparaindicaro inı́cio eo
fim deum subvetorno vetororiginal. Assim,estaremossempretrabalhandocomo mesmovetor, maso subvetoraser
ordenadoemcadachamadarecursiva seŕa definidoatravésdesteśındices.Casoo vetortenhano máximo1 elemento,
o vetorjá est́a ordenadoenãoprecisamossubdividir empartesmenores(basedarecurs̃ao).

Umavezqueo vetor(problema)foi dividido emdoissubvetores(problemasmenores),vamosordenar(conquistar)
cadasubvetor(subproblema)recursivamente.

A combinac¸ão dassoluç̃oesdossubproblemaśe feita intercalandoos dois subvetoresordenadosem apenasum
vetor. Para isso,usaremosdois ı́ndicesparapercorreros dois subvetorese um terceiroparapercorrero vetor que
recebeŕa os dois vetoresintercalados,vetor resultante. A idéia é começar os ı́ndicesno inı́cio dos dois vetorese
compararos dois elementoslocalizadospor esteśındicese atribuir no vetor resultanteo menorvalor. Em seguida,
incrementamoso ı́ndicequetinhao menorvalor. Esteprocessoserepeteat́e quetenhamosintercaladoosdoisvetores
no vetorresultante.

No quadroseguinte apresentamoso procedimentoparaintercalaros vetores 13254�6'487�489'�������(��:!;�4<9>= e 1325:!;�4<9!?
"����������<@A:�= enafigura36 ilustramosseucomportamento.

procedure IntercalaMergeSort(var v : TipoVetorReal;Inicio,Meio,Fim:integer);
var i,j,k : integer;

�
v1 � [Inicio..Meio], v2 � [Meio ? 1..Fim] �

begin
�

supondoa declaração deVauxnoprocedimentoprincipal �
i: � Inicio; j: � Meio? 1; k: � Inicio;
while (i BC� Meio) and (j BD� Fim) do begin

if (v[i] $ v[j]) then begin
�
Sempre inserindoo menoremVaux�

vaux[k]:� v[j]; j: � j ? 1;
endelsebegin

vaux[k]:� v[i]; i: � i ? 1;
end;
k: � k ? 1;

end;
while (i BC� Meio) do begin

vaux[k]:� v[i];
�
Inserindooselementosdoprimeiro vetor�

i: � i ? 1; k: � k ? 1;
end;
while (j BC� Fim) do begin

vaux[k]:� v[j];
�
Inserindooselementosdosegundo vetor�

j: � j ? 1; k: � k ? 1;
end;
for k: � Inicio to Fim do v[k] : � vaux[k];

�
Copiandopara o vetororiginal �

end;
�

IntercalaMergeSort �

A seguir, descrevemoso algoritmoMergeSort.
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Figura36: Intercalac¸ãodedoissub-vetores.

procedure MergeSort(var V : TipoVetorReal;n:integer);
var Vaux: TipoVetorReal;

�
vetorauxiliar para fazerintercalacoes�

�  E E$ Inserir rotina Intercala IntercalaMergeSort BE E F�

procedure MergeSortRecursivo(var V : TipoVetorReal;inicio,fim:integer);
var meio: integer;
begin

if (fim $ inicio) then begin
�
Setiver quantidadesuficientedeelementos�

meio:� (fim ? inicio) div 2;
�
Dividindo o problema�

MergeSortRecursivo(V,inicio,meio);
�
Conquistandosubproblema1 �

MergeSortRecursivo(V,meio? 1,fim);
�
Conquistandosubproblema2 �

IntercalaMergeSort(V,inicio,meio,fim);
�
Combinandosubproblemas1 e 2 �

end;
end;

�
MergeSortRecursivo �

begin
MergeSortRecursivo(V,1,n);

end;
�

MergeSort �

Na figura 37 apresentamosumasimulaç̃ao do algoritmoMergeSortparao vetor 7,3,8,1,4,2,6,5. Denotamosa
chamadoda rotina MergeSort(V)por M(V), e a rotina IntercalaMergeSortpor I( �
	��
��� ). Seumachamadada rotinaG �H1I� exigechamadasrecursivas,estaé substitúıdapelaschamadasJK� G �H1 � �L� G �H1 � � �M� , onde 1 � e 1 � � sãoasduas
partesde 1 .
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M(           7    ,     3     ,        8     ,      1     ,     4     ,     2      ,     6     ,     5)

I( I( I(     7    ,      3)    ,M(  8     ,      1) )  ,M(4     ,     2     ,      6    ,      5) )
I( I( I(     7    ,M(3) )  ,M(   8     ,      1))   ,M(4     ,     2     ,      6    ,      5) )
I( I( I(M(7)   ,M(3))   ,M(   8     ,      1))   ,M(4     ,     2     ,      6    ,      5) )
I( I( M(   7    ,     3)    ,M(   8     ,      1))   ,M(4     ,     2     ,      6     ,     5) )
I( M(       7    ,     3     ,        8     ,      1)    ,M(4     ,     2      ,     6     ,     5) )

I(           (1     ,     3     ,        7     ,      8)   ,M(4     ,      2     ,      6     ,     5) )

(               1    ,      2     ,        3     ,      4      ,   5      ,     6     ,     7     ,      8)
I(            (1    ,      3     ,        7     ,      8)    ,   (2     ,     4      ,     5     ,     6) )

I( I(       (3     ,     7)    ,      (1      ,     8))  ,M(4     ,      2     ,      6     ,     5) )
I(  I(      (3     ,     7)    ,I(     8     ,      1))  ,M(4     ,      2     ,      6     ,     5) )
I(  I(      (3     ,     7)    ,I(     8     , M(1))) ,M(4     ,     2     ,      6     ,     5) )
I( I(       (3     ,     7)    ,I(M(8)    , M(1))) ,M(4     ,     2     ,      6     ,     5) )
I( I(       (3    ,     7)    ,M(   8     ,      1) ) ,M(4     ,      2    ,      6     ,     5) )

Figura37: Simulaç̃aodaschamadasrecursivasdo procedimentoMergeSortparao vetor 7,3,8,1,4,2,6,5.

11.3 Algoritmo QuickSort

O algoritmoQuickSorttamb́emusaa técnicadedivisãoe conquista,dividindo cadaproblemainicial emduaspartes.
Nestecaso,a etapadedivisão emdoissubproblemaśe maissofisticadamaspor outro ladoa etapadecombinac¸ão é
simples(lembrandoqueno algoritmoMergeSort,dividir é simplesenquantocombinarémaissofisticado).

Paradividir um vetor �������
	��������(�
����� emdoissubvetores�N�������N�	 ���������
�N�O � e ��� ��������� �	 ���������
�N� �P � , o algoritmousa
deum pivo Q tal que � �RTS Q , UM�V"����������8W e QXBY� � �Z , [\��"��������(�^] .

Umavezqueo vetor � foi dividido nossubvetores� � e � � � , estessãoordenadosrecursivamente(conquistados).

Porfim, osvetoressãocombinados, quenadamaiséqueaconcatenac¸ãodosvetoresordenados�N� e ��� � .
A etapamaiscomplicadanestealgoritmoé a etapadedivisão,quepodeserfeita eficientementeno mesmovetor

�_�`����	����������
����� . Primeiroescolhemosum pivo Q . Umadasvantagensde seescolherestepivo do próprio vetora
serordenadóe quepodemosimplementara estrat́egiagarantindosemprequecadasubvetor é estritamentemenorque
o vetororiginal. O quefaremośe tomaro pivo Qbac� e dividir o vetor � emsubvetores�N� e ��� � detal maneiraquea
ordenac¸ãofinal setorneo vetor � �ed ��Qc� d � � � , ondeo operadord é aconcatenac¸ãodevetores.

Antesdeapresentaro algoritmodeparticionamentoemum vetor, vamosapresent́a-lo usandoum vetorauxiliar. A
implementac¸ãoémaissimpleseficamaisfácil deseentendera idéiado programa.Primeiroa rotinaescolheum pivo
(posiç̃ao �Hfg6ih�jk4�l�9Im no4p6�487�489q?r@A:s�
t�u�v ). Trocacomo primeiroelemento( 1s254p6'4<7�4<9�= ). Emseguidapercorre-setodos
os demaiselementos13254p6'4<7�4<9C?xwy�z� @L:�= e insereos elementosmenoresou iguaisao pivo, lado a lado, no inı́cio do
vetorauxiliar. Oselementosmaioresqueo pivo são inseridosladoa ladoa partir do fim do vetorauxiliar. Porfim, o
pivo é inseridonaposiç̃aointermedíariaeo vetorauxiliar é copiadoparao vetorauxiliar.
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function ParticionaQuickSort(var v : TipoVetorReal;inicio,fim:integer):integer;
var esq,dir,IndicePivo:integer; Pivo:real;�

Supondoa declaração deVaux(vetorauxiliar p/ partição)no procedimentoprincipal�
begin

troca(v[inicio],v[(inicio? fim) div 2]);
�
escolhadeumpivo�

Pivo : � v[Inicio];
�
Pivo ficana posiç̃ao Inicio �

esq:� Inicio; dir: � Fim;
for i: � Inicio ? 1 to fim do begin

if (V[i] $ Pivo) then begin
Vaux[dir] : � V[i]; dec(dir);

end elsebegin
Vaux[esq]: � V[i]; inc(esq);

end;
end;
V[esq] : � Pivo;

�
esq� dir �

for i: � Inicio to fim do V[i] : � Vaux[i];
�
CopiaVaux[inicio..fim]para V[inicio..fim] �

ParticionaQuickSort: � esq;
end;

No quadroseguintemostramoscomportamentodestealgoritmo.

97 28 91312 10 15 17 7

Pivo

dir
Pivo

dir

esq

esq
Pivo i

esq dir

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux 12

Pivo

dir

i

esq

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux 127

Pivo

esq

i

dir

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux 127 13

Pivo i

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux 129 8 2 151777 9 13
esq=dir

Pivo i

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux 129 8 2 151777 9 13
esq=dir

10

i

129 8 2 151777 9 1310

129 8 2 151777 9 1310

Pivo

V

Vaux
esq=dir

V

fiminicio

Configuração Inicial
Vaux

i

V 97 2 91312 15 17 7810

Vaux
na primeira posição
Colocando o pivo

(12>pivo) copia.
12 no fim do vetor
auxiliar.

7 no inicio do vetor
auxiliar

13 no fim do vetor
auxiliar.

auxiliar para o
vetor original.

(13>pivo) copia

(7<pivo) copia

na posição
intermediária.

Copia pivo

Copia  vetor
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Agoravamosdescrever o procedimentoparaparticionarum vetor, atravésdeum pivo e semusodevetorauxiliar.
Primeiramentecolocaremoso pivo naprimeiraposiç̃aodo vetor. Paraobterossubvetores� � e � � � , usaremosdedois
ı́ndices{ no vetor original, esqe dir. Inicialmenteesqcomeça no segundoelementodo vetor (logo depoisdo pivo) e
dir começa no último elementodo vetor. Em seguida,fazemoso ı́ndiceesq“andar” paraa direitaenquantoo ı́ndice
apontarparaum elementomenorou igual aopivo. Fazemoso mesmocomo ı́ndicedir, “andando-o”paraa esquerda
enquantoo elementoapontadopor ele for maiorqueo pivo. Isto faŕa comqueo ı́ndiceesqvá pulandotodososele-
mentosquevãopertenceraovetor � � eo ı́ndicedir pulatodososelementosquevãopertenceraovetor � � � . Quandoos
dois ı́ndicespararem,estesvãoestarparadosemelementosquenãosãoospertencentesaoscorrespondentesvetores
e nestecaso,trocamosos dois elementose continuamoso processo.Paramantera separac¸ão entre � � e � � � viável,
vamosfazeresteprocessosempreenquanto;�|�}�BVh�4p~ . Quandotodoesteprocessoterminar(i.e.,quando;�|�}!��h�4�~ ),
iremosinseriro Pivo (queestava naprimeiraposiç̃ao)separandoosdoisvetores.O algoritmoQuickSortest́a descrito
napágina112.Existemoutrasimplementac¸õesdoalgoritmoQuickSortquesãomaiseficientesqueavers̃aoqueapre-
sentamos,emborasãotamb́emum poucomaiscomplicadas.
function ParticionaQuickSort(var v : TipoVetorReal;inicio,fim:integer):integer;
var esq,dir,IndicePivo : integer;

Pivo : real;
begin

troca(v[inicio],v[(inicio? fim) div 2]);
�
escolhadeumpivo�

Pivo : � v[Inicio];
�
Pivo ficana posiç̃ao Inicio �

esq:� Inicio ? 1;
�
primeiro elementomaisa esquerda,pulandoo pivo�

dir: � Fim;
�
primeiro elementomaisa direita�

while (esqB dir) do begin
while (esqB dir) and (v[esq] BD� Pivo) do inc(esq);
while (esqB dir) and (pivo B v[dir]) do dec(dir);
if esqB dir then begin

troca(V[esq],V[dir]);
inc(esq); dec(dir);

end;
end;

�
dir BD� esq,e � esq dir �5BD� 1 �

if v[dir] BD� Pivo then IndicePivo : � dir
�
dir � esq 1 ou dir � esq�

elseIndicePivo : � dir  1;
�
esq� dir �

troca(v[IndicePivo],v[Inicio]);
�
Colocao pivoseparandoosdoissubvetores�

ParticionaQuickSort: � IndicePivo;
end;

A seguir, apresentamosadescriç̃aodoalgoritmoQuickSort.
procedure QuickSort(var V : TipoVetorReal;n:integer);�  E E$ Declarar Vauxe inserir rotina Intercala ParticionaQuickSort BE E F�
procedure QuickSortRecursivo(var V :TipoVetorReal;inicio,fim:integer);

var IndicePivo : integer;
begin

if (fim $ inicio) then begin
�
setempelomenos2 elementos�

IndicePivo : � ParticionaQuickSort(v,Inicio,Fim);
�
Dividindo o problema�

QuickSortRecursivo(V,Inicio,IndicePivo  1);
�
Conquistandosubproblema1 �

QuickSortRecursivo(V,IndicePivo? 1,Fim);
�
Conquistandosubproblema2 �

end;
�
Não é precisofazernadapara combinarosdoissubproblemas�

end;
begin

QuickSortRecursivo(V,1,n);
end;
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11.4 Exerćıcios

1. Façaumarotinarecursiva paraordenarum vetorusandoaestrat́egiadoalgoritmoSelectionSort.
2. Façaumalgoritmoparaordenarumvetorusandoumaestrat́egiaparecidacomausadapeloalgoritmoMergeSort

só queem vez de dividir em duaspartes,divide em trêspartes.(I.e., seo vetor for suficientementepequeno,
ordena-sedeformadireta. Casocontŕario estealgoritmodivide o vetorem3 partesiguais(ou diferindodeno
máximoum elemento).Ordenarecursivamentecadaum dostrêssubvetorese por fim o algoritmointercalaos
trêsvetores,obtendoo vetorordenado.)

3. Seja ��� R �������(�
�>�N� elementosconsecutivosdeumvetor � do ı́ndice U aoı́ndice � . Projeteumprocedimentorecur-
sivo como cabec¸alho

procedure minmax(var v: TipoVetorReal; i,f: integer; varminimo,maximo:real);
queretornaemminimoe maximoo menore o maiorvalor queaparecemno vetor � dosı́ndicesU ao ı́ndice � ,
respectivamente.O procedimentodeve dividir o vetoremdoissubvetoresdetamanhosquaseiguais(diferindo
denomáximo1 elemento).

4. (K-ésimo)O problemado � -ésimoconsisteem,dadoum vetorcom � elementos,encontraro � -ésimomenor
elementodovetor. Notequeseo vetorjáestiverordenado,podemosresolver esteproblemaobtendoo elemento
queest́a na posiç̃ao � do vetor. Isto nosdá um algoritmoqueusaa ordenac¸ão pararesolver o problemado
� -ésimo.Entretanto,́e posśıvel seresolver esteproblemademaneiramaiseficiente,no casomédio. A idéia é
combinarduasestrat́egias:

(a) Estrat́egiadabuscabinária,dedescartarumapartedo vetor.
(b) Estrat́egiado algoritmoParticionaQuickSort, quedivide o vetor 1 em trêspartes,1����H1�� d ��Q_� d 1�� ��� ,

onde 1 � cont́emoselementosmenoresou iguaisa Q e 1 � � cont́emoselementosmaioresque Q .

Useestasduasestrat́egiasparadesenvolver umafunçãoquedado 1 , � e � , devolve o � -ésimomenorelemento
do vetor.

5. Façaum programacontendoprocedimentoscomosseguintescabec¸alhos:

% procedure MergeSort(var v:TipoVetor; � :integer);% procedure QuickSort(var v:TipoVetor; � :integer);% procedure SelectionSort(var v:TipoVetor; � :integer);% procedure InsertionSort(var v:TipoVetor; � :integer);% procedure aleatorio(var v:TipoVetor; � :integer);

ondeTipoVetor é um vetordenúmeros:
type TipoVetor=array [1..30000]of integer;

As rotinasMergeSort,QuickSort,InsertionSorteSelectionSortsãorotinasparaordenarusandoosalgoritmosdo
mesmonome.A rotinaaleatoriocolocanovetor � aquantidadede � elementosgerados(pseudo)aleatoriamente
pelafunçãorandom(MAXINT).

O programadeve ter rotinasauxiliaresparaleiturae impress̃aodevetores.O programadeve ter um menucom
opcoes:

(a) Ler um vetorcom � inteiros( � tamb́emé lido). Inicialmente����� .
(b) Gerarvetoraleat́orio com � elementos( � é lido).
(c) OrdenarporMergeSort.
(d) OrdenarporQuickSort.
(e) Ordenarpor InsertionSort.
(f) OrdenarporSelectionSort.
(g) Imprimir o vetor.
(h) Sairdo programa.

O alunodeve cronometraros temposgastospelasrotinasde ordenac¸ão paraordenar� inteiros(pseudo)ale-
atórios,onde� podeser ���V"�������������������"�����������"������>����u��>���>����u>���>���'�����>���>� (ouo quantoo computadorsupor-
tar). Casoalgummétodosejamuito lento,ignoresuaexecuç̃ao.Nãoénecesśario entregarestestempos.
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Exerćıciosmais elaborados,usandorecurs̃ao
6. (Passeiodo Cavalo)Considereum tabuleiro retangularcom �F��� casas.O cavalo é umapeça que“anda”

nestetabuleiro, inicialmenteemumaposiç̃aoespećıfica. O cavalo podeandarduascasasemum dossentidos,
horizontalmente(verticalmente),eumacasaverticalmente(horizontalmente).Dadoumtabuleiro �_�3� , euma
posiç̃aoinicial docavalo ��U^�e[�� , " S U S � e " S [ S � , façaum programaqueresolve osseguintesitens:

(a) Digaseo cavalo conseguefazerum passeiopassandopor todasas ����� casasdo tabuleiro.
(b) Dadoumaposiç̃ao �8�i����� , " S � S � e " S � S � , digaseexisteumpasseiodacasadeorigem ��U^�e[
� at́ea

casa�8�i����� . Emcasopositivo, imprimaumaseq̈uênciademovimentosqueo cavalo precisafazerparair de
��U^�e[�� para �8�i����� .

7. (Problemadas8 Rainhas)O problemadas8 rainhasconsisteemencontrarumadisposiç̃aode8 rainhasemum
tabuleiro dexadrez.Umarainhapodeatacarqualqueroutraqueestejanamesmalinha, colunaou diagonaldo
tabuleiro. Portantoo objetivo é disporas8 rainhasde maneiraquequalquerduasdelasnão seataquem.Faça
um programaqueencontraasoluç̃aoparaesteproblema,com � rainhasemum tabuleiro ����� .

8. (Pentominos)Um Pentominoé uma figura formadajuntando5 quadradosiguais peloslados. As 12 figuras
posśıveis,excetopor rotaç̃oes,sãoasseguintes:

Dadoum ret̂angulo ���_� , o objetivo é preencheresteret̂angulocomospentominos,semsobreposic¸ãoentre
pentominosesemqueumpentominoultrapasseabordadoret̂angulo.Porexemplo,afiguraseguintemostraum
ret̂angulo�k�!"�� preenchidacompentominos.Al émdisso,umpentominopodesergiradoantesdeserencaixado
no ret̂angulo.

Façaum programarecursivo pararesolver esteproblemas,dadoum ret̂angulo����� .
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