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10 Recurswvidade

Dizemosgueum objetoé dito serrecussivo seelefor definidoemtermosde si proprio.

Estetipo de definicdo &€ muito usadona matenética. Um exemplodisto € a funcaofatorial, quepodeserdefinido

como:
| 1 sen=0e
n! =
n-(n—1)! sen > 0.

Existemmuitosobjetosquepodemserformuladosde maneirarecursva. Estetipo dedefinicdopermitequepossa-
mosdefinirinfinitos objetosde maneirasimplese compactaPodemosnclusive definir algoritmosquesaorecursvos,
i.e., que sao definidosem termosdo proéprio algoritmo. Nestase@o veremoscomo poderemosisarestapoderosa
técnicacomoestraégiaparao desemolvimentodealgoritmos.

10.1 Projeto por Indugao

Osalgoritmosrecursvos sao principalmentausadosgjuandoa estragégiade seresoler um problemapodeserfeita de

maneirarecursva ou quandoos propriosdadoga saodefinidosde maneirarecursva. Naturalmentexitem problemas
gue apresentanestasduascondidesmasque nao se & aconselhadasaralgoritmosrecursvos. Um problemaque

podeserresolvidode maneirarecursva tamkem podeserresolvidode maneirainteratva. Algumasdasprincipais
vantagensleusarrecur§io saoapossibilidadede segerarprogramasnaiscompactosprogramagaceisde seentender
e 0 usode umaestraégia paraseresoler o problema. Estaestraégia & a de atacarum problema(projetandoum

algoritmo) sabenddsupondo)seresoher problemaanenores:Projeto por Indugdo. Note queja usamosestaidéia

paradesemnolver o algoritmode buscabinaria.

Os objetosde programaéo queiremosusarparatrabalharcom a recur§o seo asfungdese os procedimentos.
Assim,umarotina(fungao ou procedimentog dita serrecursva seelachamaa si mesmaUmarotinarecursva pode
serde doistipos: seumarotina R faz umachamadale si mesmono meio de suadescri@o enfio R & umarotina
recursva direta; caso’R nao faca umachamadaa ela mesma,masa outrasrotinasque porventurapodemlevar a
chamamarotina® novamenteenfio R € umarotinarecursva indireta.

Quandaumarotinarecursva estisendaoexecutadapodemosisualizarumasediénciade execu®es,umachaman-
doaoutra.Vejaafigura26.

Rotina R; . .
Parametros: Parl,...,Parfnstancia da rotina R)

Variaveis V1,V2,...,Vn.

R {Chamada 1} Paradmetros e Variaveis locais: Parl,...,ParP,V1,...,Vr
R {Chamada 2} ParAmetros e Variaveis locais: Parl,...,ParP,V1,..[Vn
R {Chamada 3} Param. e Variaveis locais: Parl,...,ParP,V1,....\n

R {Chamada 4} Param. e Variaveis locais: Parl,...,ParP,V1,}.,Vn

R {Chamada K} Par. e Var. locais: Parl,...,ParP,V1,..|\fh

Instancia suficientemente pequena.
Sem chamar recursivamente.
Resolucédo Direta.

Figura26: Seqieénciadaschamadasecursvasde umarotina R até suatltimachamadaecursva.

Quandoem umadeterminadahamadaecursva a rotina faz refe@énciaa umavariavel ou paimetro,estaest
condicionadao escopadaquelavariavel. Note queem cadaumadaschamadasecursvas,asvariaweis e paametros
(demesmanome)podemter valoresdiferentes Searotinafazrefe@nciaavariavel V1 naterceirachamadaecursva,
estaira obtere atualizaro valor destavariavel naquelachamada.A figura 27 apresenta configura@o da menbria
usadaparaa execu@o do programachamadapilha de execu@o, no momentoem quefoi feita a k-ésimachamada
recursva. A setaindicao sentidodo crescimentala pilha de execu@o.
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Configuragéo da Pilha de Execucgdo na Chamada K

I[MC |PAR; VL [MC |PAR; VL | ' . IMC |\PAR; VL | —»
Chamada 1 Chamada 2 Chamada K

MC = Memodria de Controle (para retorno da chamada)
PAR = Memodria relativa aos par@metros da chamada
VL = Memodria relativa as variaveis locais da chamada

Figura27: Configura@odapilha deexecu@oapds k-esimachamadaecursva.

10.2 Garantindo numero finito de chamadasrecursivas

Note quenafigura26, daprimeirachamadate a Gltima, fizemosk chamadasecursvas. Em um programarecursvo
€ muito importantese garantirque esteprocessaejafinito. Casocontiario, vocé tera um programaquefica fazendo
“infinitas” chamadasecursvas(no casoate quenao hajamenbria suficienteparaa proximachamada).

Paragarantirque esteprocessaejafinito, tenhaem mentequesuarotinarecursva trabalhasobreumainstncia
e paracadachamadarecursva que ela ira fazer garantaque a instanciaque seé passada ele sejasempremais
restritaque a da chamadasuperior Além disso,garantaque estasediénciade restridesnosleve a umainstincia
suficientementsimplese que permitafazero calculo destecasode maneiradireta,semusode recur&o. E isto que
garantif que seuprocessaecursvo tem fim. Vamoschamarestainstincia suficientementeimples(que a rotina
recursvaresole demaneiradireta)de baseda recuisao.

Nasduasfigurasa seguir apresentamosm exemplode programausandaecurfodiretae indireta.

program ProgramaRresimpares;

program ProgramagtorialRecursio; function impar(n: integer):booleanforward,;

function fatorial(n: integer):inteyer; Luenci::on par(n ntegeryboolear:
begin ifgn—Othen ar=true
if (n=0) " o

elseif n=1then par=false
elsepar:= impar(n-1);
end, { par }
function impar(n: integer):boolean;
begin
if n=0thenimpar:= false

then fatorial:= 1
elsefatorial:= n x fatorial(n-1);
end, { fatorial }

var n: integer;

begl_n . . , elseif n=1thenimpar=true

write(CEntre  com um numero: ); elseimpar:= par(n-1);

re‘?d'”(,”)? : , end; { impar }

writeln(O fatorial de ' |n, - )

.o, , . . var n: integer,;
e igual a ’ [fatorial(n)); begin
end. write(Entre  com um inteiro positivo: )
readin(n);

if (par(n))then writelIn(N Umero ' ,n; & par. )
elsewriteIn(N Umero ' ,n; & impar.” );
end.

Figura28: Fatorialrecursio (recurgodireta). Figura29: Fundespare impar(recur@oindireta).

Estesdois exemplossao exemplos“f abricados derotinasrecursvas, masquetemo propdsito de apresentaeste
tipo derotinacomoumaprimeirainstancia. Naturalmentexistemsolud@esmelhoreparaseimplementaasfungdes
acima.Discutiremogmnaissobreissoposteriormente.

Agoravamosanalisamelhora funcao fatorial recursva. Note queo patametrodafuncdo fatorial € um nimero
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inteiro positivo n. A cadachamadaecursva, o palametroque & passad@ diminuido de umaunidade(o valor que
é passadma proxima chamadaecursva & (n — 1)). Assim, a instanciado problemaa serresolvido(o calculo de
fatorial) vai diminuindo(ficandomaisrestrito)a cadachamadaecursva. E esteprocessaleve serfinito porqueexiste
umacondi@oquefazcomqueele parequandaa instinciaficar suficientementpequenacason = 0.

Consideren programadafigura29. Nesteprogramaapresentamasm exemploderecurg@oindireta. A funcaopar
nao chamaa si mesmamaschamaa funcaoimpar queem sgguidapodechamara fungao par novamente.A funcao
par (impar) retornatrue casoo paametron sejapar (impar).

Note quea primeirarotinaque aparecano momentoda compila@o é afuncdo par. Elafazachamadalafuncao
impar. Comoestafuncaoimpar est definidaabaixodafuncao par, a compila@o do programadariaerro (por nao
ter sido previamentedefinida),casonao colocassemosimainformag@o dizendoa “cara” dafuncdoimpar. Isto pode
serfeito colocandaantesda suachamadaimadiretiva dizendocomoé a “cara” dafuncaoimpar. Colocandcapenas
o cabealho dafungao ou procedimentoseguido da palasra forward; , estaremoslizendoao compiladorquetipo de
paametroelaaceitae quetipo deresultadcelaretorna.Comisso,poderemo$azerchamadasarotinaimpar, mesmo
guesuaespecificago sejafeita bemdepoisdestachamadas.

Notetamtem queo tamanhadasinstanciasdaschamadasecursvasdasfungdespar e impar tamtemdiminui de
tamanho.

Projetando algoritmos por Indugao

Projetaralgoritmosporindugdo & muito parecidocomo desewmolvimentode demonstra@esmatenaticaspor induco.

Primeiroverifigueseseuproblemapodeserresolvidoatrasésde problemasnenoresio mesmaipo queo original.
Nestecaso,a0 projetarseualgoritmo,assumajuevo ja temrotinaspara resolveros problemaanenoes Comisto
emmente construaseualgoritmofazendochamadasecursvaspararesoler osproblemasnenores.

Lembrandayuetodasediénciadechamadagsecursvasdeve pararemalgummomentoconstruaimacondic@opara
resoher os problemassuficientementpequenosle maneiradireta,semfazerchamadasecursvas (basedarecur&o).
Porfim, simulesuarotinaparaver setodosos casosstio sendocobertos.

10.3 TorresdeHanoi

Vamosverumexemplodeprogramaecursvo, usandgrojetoindutivo, paraseresolerum problemachamaddorres
deHanoi.

Torre de Hanoi: Ha um conjuntode 3 pinos: 1,2,3. Um delestemn discosde tamanhogliferentes sendoque os
maioresestioembaixodosmenoresOsoutrosdoispinosestiovazios.O objetivo € movertodososdiscosdo primeiro
pino parao terceiropino, podendcseusaro segundocomopino auxiliar. As regraspararesoler o problemasao.

1. Somentaum discopodesermovido de cadavez.

2. Nenhumdiscopodesercolocadosobreum discomenorqueele.

3. Obserando-searegra2, qualquerdiscopodesermaovido paraqualquerpino.

Escreva aordemdosmovimentosparaseresoler o problema.

1 2 3

Figura30: Torresde Hanoicom4 discos.

Note queesteproblemaconsisteem passansn discosde um pino de origem,paraum pino destino,usandamais
um pino auxiliar. Pararesoler o problemadastorresdehhanoicomn discos podemosisara seguinteestraégia(veja
figura3l):

1. Passais(n — 1) discosmenoreslo primeiropino parao segundopino.
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2. Passarm maiordiscoparao terceiropino.
3. Passaios(n — 1) discosdo seggundopino parao terceiropino.

Figura31: Estraégiado algoritmodasTorresdeHanoi.

Note queno item 1 acima,passamogn — 1) discosde um pino parao outro. Aqui & importanteobserar que
todosestes(n — 1) discossao menoresque 0 maior discoqueficou no pino. Assim, podemodrabalharcom estes
(n — 1) discoscomosenao existisseo discogrande.Poismesmoquealgumdestegn — 1) discosfigueemcimado
discomaior, isto naoseiad nenhunmproblemaja quetodosos discoemcimado maiordiscosao menoresjueeste.Este
mesmoraciodnio sepropaggparasemover os (n — 1) discosemetapas.

Obsene queresolemoso problemamaior, comn discos,sabendseresoher um problemaden — 1 discos.Alem
disso,paraumainstnciasuficientement@equenacom0 discos,resolemoso problemade maneiradireta(baseda
recurfo).
program ProgramaHanoi;
procedure Hanoi(n,origem,auxiliadestno : integer);
begin

if n>0then begin

hanoi(n-1,origem,destio,awil iar);

writeln(Mova de ' ,origem;, para ' ,destino);

hanoi(n-1,auxiliaforigem,desino);

end,
end;
var n: integer;
begin
write(CEntre  com a quantidade de discos no primeiro pino: ' ); readin(n);
writeIn(A sequéncia de movimentos para mover do pino 1 para o pino 3 &’ );
hanoi(n,1,2,3);
end.

10.4 Quandonaousarrecursao

Ha momentosem que mesmoque o calculo sejadefinido de forma recursva, devemosevitar o uso de recur&o.
Veremodoiscasondeo usoderecurfodeve serevitado.

Chamadarecursiva noinicio ou fim darotina

Quandatemosapenasimachamadajueocorrelogo no inicio ou no fim darotina, podemodgransformara rotinaem
outrainteratva (semrecur$o) usandoaum loop. De fato, nestesasosarotinarecursva simplesmentest simulando
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umarotinainterativa queusaumaestruturade repeti@o. Esteé o casodafuncio fatorial quevimos anteriormente
guepodesertransformademumafungdonaorecursva comono exemplo7.9.

O motivo de preferirmosa versao naorecursva é porquecadachamadaecursva alocamenbria paraasvariaveis
locais e padmetros(além da menbria de controle)comoilustradona figura 27. Assim, a funcao fatorial recursva
chegaa gastaumamendria queé proporcionakovalor n dadocomopa@metrodafuncao. Poroutrolado,afuncao
fatorial interatva do exemplo 7.9 gastauma quantidadepequenae constantede menbria local. Assim, a versio
interatva & maisrapidae usamenosmenbria parasuaexecu@o.

A squir apresentamasm outroexemploondeisto ocorre.

Exemplo 10.1 A fungio para fazera buscabinaria usaumaestiatégiatipicamenterecursiva comusode projeto por
inducdo. A rotina deve encontar umdeterminadalementemumvetorordenado.A idéia da estratégiaé tomarum
elementado meiode um vetor ordenadoe compaé-lo como elementgrocurado. Casosejao proprio elementoa
funcddoretornaa posid@o desteelementoCasocontrario, a fungio continuasuabuscadamesmananeia emumadas
metadeslo vetor Certamente buscana metadedo vetorpodeserfeitademaneia recuisiva,comoapresentamosa
figura 32. Nafigura 33 apresentamos versdo interativa.

Notequea basedarecusao foi o vetorvazioquecertamenté umvetor suficientementpequengara resolvermo®

constMAX = 100;
type TipoVet= array[1..MAX] of real,

constMAX = 100;

type TipoVet= array[1..MAX] of real;

function BuscaBinyar v : TipoVet;
inicio,fim : integer;

function BuscaBinyar v : TipoVet;

elsebegin
meio:= (inicio+fim) div 2;
if (x<v[meio])then
BuscaBin:= BuscaBin(yinicio,meio-1,x)
elseif (x>v[meio]) then
BuscaBin:= BuscaBin(ymeiot1,fim,x)
elseBuscaBin.= meio;
end;
end; { BuscaBin}

X : real):intger; inicio,fim : integer;
var meio:integer; X : real):intayer;
begin var pos,i,inicio,fim,meiointeger;

if (inicio>fim) then {vetorvazic begin
BuscaBinaria= 0 {naoachou} pos:= 0;

while (inicio<=fim) and (pos=0) do begin
meio ;= (inicio+fim) div 2;
if (x<v[meio]) then fim := meio-1
elseif (x>v[meio]) then inicio := meio+1
elsepos=meio;

end;

BuscaBin:= pos;

end, { BuscaBin}

Figura32: Buscabinariarecursvo.

problemade maneia direta.

Repeticdo de processamento

Figura33: Buscabinarianaorecursvo.

Quandofazemosusode recurgo com variaschamadasecursvas ocorrena maioriadasvezesque cadaumadestas
chamadasecursvasé independentemadaoutra. Casoocorramos mesmosalculosentreduaschamadasecursvas

independentesgstescalculosseio repetidosumaparacadachamada.Estetipo de comportament@ode provocar
umagquantidadede calculosrepetidosmuito grandee muitasvezestornao programainviavel. Um exemplo claro

distoocorrenafuncdoFibonacciqueapesadeter suadefinicdo de maneirarecursva, o usode umafungaorecursva

causaum niumeroexponencialde calculos,enquantaa versio interatva podeserfeito emtempoproporcionalan (o

paiametrodafuncao).

0 sen=20,
1 sen=1e
Fibonacci(n — 1) 4+ Fibonacci(n — 2)sen > 1.

Fibonacci(n) =
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A funcadoFibonaccirecursia, apresentada seguir, € praticamentea tradu@o de suadefinicdo paraPascal.
function fibo(n: integer):intger;
begin

if n=0then fibo:=0

elseif n=1then fibo:=1

elsefibo:=fibo(n—1)+fibo(n—2);
end;

Nafigura34, apresentamoasdiversaschamadasecursvasdafuncaofibonacci,descritaacima,comn = 5. Por
simplicidade chamamos funcdoFibonaccide F'.

F(5):=
F(4) .= F@3):=
F@) = F(2) := F(2):= F(1):=1
F(2):= F:=1 |[F@:=1|+F©):=0f|* ||F):=1|[+F(0):=0
F(1):=1|+F(0):=0 +
F(2):=1+0=1 F(2):=1+0=1
F(2):=1+0=1 F(3):=1+1=2
F(3):=1+1=2
F(4):=2+1=3
F(5):=3+2=5

Figura34: Chamadasecursvasfeitaspor Fibonacci(5).

Note que cadachamadaecursva & deserolvida independentdaschamadasecursvas anteriores.Isto provoca
umarepeti@odoscalculosparamuitasdaschamadasPorexemplo: quanddoi feitaachamadd(3) (maisadireitana
figura34) parao calculode F'(5), podefamoster aproveitadoo calculode F'(3) quetinhasidofeito anteriormentgara
secalcularF'(4). Estetipo de duplica@o de chamada®corrediversasvezes.Nestepequencexemploja é possvel
ver que a chamadade F'(1) ocorreu5 vezes. De fato, uma aralise mais detalhadamostrariaque a quantidadede
processamenti@ito por estafungcio & exponenciakmn (combaseum poucomenorque2) enquant® processamento
feito pelacorrespondentiungdointerativa € linearemmn.

102



Exercicio 10.1 Sejan ek inteirostal que0 < k < n. Usandoa identidade

ny (n-1 + n—1
k) k k—1)"’
faca umafundio recusivaquecalcula (7).

Qual a relaggo acimacom o triangulo de Pascal? Faga umafungo que calcula o valor de (Z) aproveitandoa
estratégiado calculo do triangulode Pascal.

Exercicio 10.2 1. Uma planilha linear & formadapor um vetor (comindicesde 1 a MaxIind=100) onde cada
elementc chamadode célula.

2. Cadacétluladaplanilhapodeconterumvalor real ou umaformulasimples.Para diferenciarestasduasformas,
cadaceélula apresentaumcampochamadoTlipo quepodeserumdosseauintescaractees: ('n’,’+', -, '/’).

3. CasoacélulatenhaTipoiguala’n’, a célulaconémumoutro campochamadovalor quearmazenaimnimen
real.

4. SeTipotemo caracter’+’ (resp.’-',"*,’l"), enfio ha doiscampogIndl e Ind2) queconémindicesdo vetore
indicamqueo valor desteelementd a soma(resp.subtiacdo, multiplicacdo e divisao) dosvaloresassociados
asceélulasdosindicesindl e Ind2.

Por exemplo,a formulasimples

indica queo valor destacélula é obtidosomando-sesvaloresdascélulas4 e 5.

5. Para umailustracdo destaplanilha, vejaa figura seguinte:

(n,10)
(n,20)
(n,30)
(n,40)
(n,50)
(n,60)
D+®
®-3
®+® Células contendo férmulas simples
100D+
1100/®

Células contendo valores reais

© 00 N O g A W DN P

Figura35: Planilhacomvaloresreaise formulassimples.

6. Inicialmentetodosas célulasda planilhaconémumvalor realigual a zeo (i.e., Tipo="n").

7. Para obtero valor deumacélula o programadeve procederda seguintemaneia:
Sea célula conémum valor real, enio esteé o proprio valor da célula. Casocontrario, obtemosos valores
dasceélulasindicadasemIndl e Ind2 e aplicamosa opelagdo correspondente

8. Voceé podeconsidear queumacélula é refeenciadano maximoumavez.

103



9. Para manipularosdadosnestaplanilha, vo& devera fazerumprogramapara ler umasediénciadelinhasque
podeter umdosseauintesformatos:

Linhalida Explicacddo do comando

n [Ind] [Val] Colocanacélula[Ind] o valor [Val].

+ [Ind] [Indl] [Ind2] | O valor da célula[Ind] € o valor da célula [Ind1] somadoao
valor dacélula[lnd2].

[Ind] [Ind1l] [Ind2] | O valor dacélula[ind] & o valor da célula[Ind1] subtido do
valor dacélula[Ind2].

% [Ind] [Indl] [Ind2] | O valor dacélula[ind] & o valor da célula[Ind1] multiplicado
como valor dacélula[Ind2].

/ [Ind] [Indl] [Ind2] | O valor dacélula[Ind] &o valor dacélula[lndl] dividido pelo
valor dacélula[Ind2].

p [Ind] Imprimenatelao valor dacélula[ind]. Estecomandaaoaltera
a planilha.

Estecomandd.) finalizao programa.

10. Exemplo:Vamosconsidear quequeemosavaliar o valor daformula((A + B) « (C — D))/(E + F), para
diferentesvaloresde A, B, C, D, E, F. Podemosonsidear o valor de A nacélulal, o valor de B nacélula 2,
...,0valor de F' nacélula6. Comisso,podemognontarnossaexpresfio comosseajuintescomandos:

Linhasdeentrada | Comenérios

n 1 10 [1] < 10 A<+ 10

n 2 20 [2] «+ 20 B+ 20

n 3 30 [3] « 30 C + 30

n 4 40 [4] « 40 D+ 40

n 5 50 [5] < 50 E < 50

n 6 60 [6] < 60 F + 60

+ 7 1 2|7+« ([1]4+]2) [7] + (A+ B)

-8 3 4|8« (B[ 8] < (C - F)

+ 9 5 6/|[9« ([5+]6]) 9]« (E+ F)

* 10 7 8| [10] « [7] * [8] [10] + (A+ B) x(C — D)

/ 11 10 9| [11] «+ [10]/[9] 1]+ (A+B)*x(C—-D))/(E+ F)
Nestepontoa planilha apresenta
a configuagdo dafigura 35

p 11 Imprimeo calculode Imprime-2.73
((10 4 20) * (30 — 40))/(50 + 60)

n 1 1 1] «+1 A1

n 5 5 [5] < 5 E+5

p 11 Imprimeo calculode Imprime-3.23
((1 4 20) * (30 — 40))/(5 + 60)
Fim do processamento

Exercicio adicional 1: Considee agora quecadacélula podeserrefeenciadamaisde umavez,masa obten@o do
valor de cadacélula ndo deve fazerusodelamesma.Casoisto ocorra, dizemogjue a planilha est inconsistente
Faca umarotina queverificaseumaplanilha esé inconsistente

Exercicio adicional 2: Considee agora umaplanilha bidimensional,condecadaceélula deve ser especificadgor
doisindices.Faca 0 mesm@rograma,comasdevidasmodifica@es,para trabalharcomestetipo de planilha.
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10.5 Exercicios

1.

w

Faca umafuncdo recursva paraencontrarum elementoem um vetor A rotina deve ter como paametros:o
vetor 0 nimerode elementogdo vetor (0 primeiro elementodo vetor come@ no indice 1), e um valor a ser
procuradoA rotinaretornao indicedo elementao vetor, casoesteseencontreno vetor, -1 casocontirio.

Faga umarotinarecursva paraimprimir oselementosle um vetor, naordemdo menorindiceprimeiro.
Faga umarotinarecursva paraimprimir oselementosie um vetor, naordemdo maiorindiceprimeiro.
A funcdode Achermané definidarecursvamentenosnimerosnao negatvos comosegue:

(m,n) =n+1 Sem =0,
(m,n) =a(m —1,1) Sem #0en =0,
a(m,n) = a(m — 1,a(m,n — 1)) Sem # 0en # 0.

e 9

Faga um procedimentaecursvo paracomputara funcdo de Ackerman.Obs.: Estafungao crescemuito rapido,
assimeladeve poderserimpressgaravalorespequenoslem en.

. Facaumarotinarecursva paraimprimir todasaspermutadesdosnimerosde1 an, umapermuta@oporlinha.
. Dadoumacadeiade caracteresle comprimenton, escr&a umarotina recursva que inverte a seqiénciados

caracteresl.e., 0 primeirocaracteisea o Ultimo e o Gltimo se& o primeiro.

. Umvetortem2* — 1 valoresinteiros(figura(a)), ondek & uminteiro positvo, k > 1. Estevetorrepresentama

figurahierarquica(figura (b)) daseguintemaneira:

1 2 3 4 5 6 7
vials ciplE[Fc]

@
Voce podeimaginarque estevetor est representandama anvore geneabgica de 3 niveis. Infelizmente,o
ustario do programaquefaz usodestevetor necessitale algo maisamigavel paraver estaestrutura.Faga uma
rotinarecursva quedadoestevetorv e o valor &, imprime asseuinteslinhas:

[T

=S S
P

[ e e -
(@

ST S
. N——

Notequeficabemmaisfacil paraenxemarahierarquiavisualizandestedesenhoA profundiadegueéimpresso
cadaelementce feita controlandoos espaos definidosparaa profundidadede elementaanhierarquia.

. Escreyaumafuncgaorecursva paracalcularo maximodivisor comummadec, dedoisinteirospositivos daseguinte
maneira:
mdc(z,y) =y se (y<z) ez mody=0;
mdc(z,y) = mdc(y, z) se (z < y);

mdc(z,y) = mdc(y,z mod y) casocontrario.

. Calculo de determinantepor co-fatores. SejaA umamatriz quadradade ordemn. O Menor Complementar

M;;, deum elementoa;; damatriz A & definidocomoo determinantela matriz quadradade ordem(n — 1)
obtidaa partir damatriz A, excluindo os elementosialinhai e dacoluna;j. O Co-Fator «;; de A € definido
como: o

;= (=1)" M5 .
O determinantele umamatriz quadradad de ordemn podesercalculadousandoos co-fatoresdalinha i da

segyuintemaneira:
det(A) = a1 di1 + aiedio + -+ + ainAin.
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10.

O mesmocalculopodeserfeito pelosco-fatoresdacolunaj daseguintemaneira:
det(A) = a1jA1j + agjAgj + - + anjdn;.

Faga umarotinarecursva paracalcularo determinantele umamatriz de ordemn usandoo métododescrito
acima,ondearotinatemo seguintecabealho:

function determinantévar A:TipoMatrizReal;n:integer):real,
ondeTipoMatrizRealé umtipo adequadgaradefinir matrize n € aordemdamatriz.
Obs.:Existemnaliteraturaoutrosmétodosmaiseficientegparasecalcularo determinante.
Sejaw = (vi,...,%,...,vy,...,v,) Umvetorcomn digitosentre) e9. Facaumarotinarecursva paraverificar
seoselementos(vi,...,vf) formamum nimeropalindrome,1 < i < f < n. Obs.: Podeconsideraque 0s
niumerospodemcomea@r comalgunsdigitos0’s, assim,0 nimero0012100& palindrome.
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