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10 Recursividade

Dizemosqueum objetoédito serrecursivoseelefor definidoemtermosdesi próprio.

Estetipo dedefiniç̃aoé muito usadonamateḿatica.Um exemplodistoé a função fatorial,quepodeserdefinido
como: �����	�	
 se ���
� e��������� 
�� � se �������

Existemmuitosobjetosquepodemserformuladosdemaneirarecursiva. Estetipo dedefiniç̃aopermitequepossa-
mosdefinir infinitosobjetosdemaneirasimplesecompacta.Podemosinclusive definiralgoritmosquesãorecursivos,
i.e., quesão definidosem termosdo próprio algoritmo. Nestaseç̃ao veremoscomopoderemosusarestapoderosa
técnicacomoestrat́egiaparao desenvolvimentodealgoritmos.

10.1 Projeto por Indução

Osalgoritmosrecursivossãoprincipalmenteusadosquandoa estrat́egiadeseresolver um problemapodeserfeita de
maneirarecursiva ouquandoosprópriosdadosjá sãodefinidosdemaneirarecursiva. Naturalmenteexitemproblemas
queapresentamestasduascondiç̃oesmasquenão se é aconselhadousaralgoritmosrecursivos. Um problemaque
podeser resolvidode maneirarecursiva tamb́em podeser resolvidode maneirainterativa. Algumasdasprincipais
vantagensdeusarrecurs̃aosãoapossibilidadedesegerarprogramasmaiscompactos,programasfáceisdeseentender
e o usode umaestrat́egia paraseresolver o problema. Estaestrat́egia é a de atacarum problema(projetandoum
algoritmo)sabendo(supondo)seresolver problemasmenores:Projeto por Induç̃ao. Note quejá usamosestaidéia
paradesenvolver o algoritmodebuscabinária.

Os objetosdeprogramac¸ão queiremosusarparatrabalharcom a recurs̃ao ser̃ao asfunçõese os procedimentos.
Assim,umarotina(funçãoou procedimento)́e dita serrecursiva seelachamaa si mesma.Umarotinarecursiva pode
serde dois tipos: seumarotina � faz umachamadade si mesmono meio de suadescriç̃ao ent̃ao � é umarotina
recursiva direta; caso � não faça uma chamadaa ela mesma,masa outrasrotinasque porventurapodemlevar a
chamara rotina � novamente,ent̃ao � é umarotinarecursiva indireta.

Quandoumarotinarecursivaest́asendoexecutada,podemosvisualizarumaseq̈uênciadeexecuç̃oes,umachaman-
do aoutra.Vejaafigura26.

Variáveis V1,V2,...,Vn.
Parâmetros: Par1,...,ParP.
Rotina R;

(Instância da rotina R)

Instância suficientemente pequena.

Resolução Direta.
Sem chamar recursivamente.

R {Chamada 1} Parâmetros e Variáveis locais: Par1,...,ParP,V1,...,Vn

R {Chamada K} Par. e Var. locais: Par1,...,ParP,V1,...,Vn

R {Chamada 4} Parâm. e Variáveis locais: Par1,...,ParP,V1,...,Vn

R {Chamada 2} Parâmetros e Variáveis locais: Par1,...,ParP,V1,...,Vn
R {Chamada 3} Parâm. e Variáveis locais: Par1,...,ParP,V1,...,Vn

Figura26: Seq̈uênciadaschamadasrecursivasdeumarotina � at́e suaúltimachamadarecursiva.

Quandoem umadeterminadachamadarecursiva a rotina faz refer̂enciaa umavariável ou par̂ametro,estaest́a
condicionadaaoescopodaquelavariável. Notequeemcadaumadaschamadasrecursivas,asvariáveise par̂ametros
(demesmonome)podemtervaloresdiferentes.Searotinafazrefer̂enciaàvariável � 
 naterceirachamadarecursiva,
estairá obtere atualizaro valor destavariável naquelachamada.A figura 27 apresentaa configurac¸ão da meḿoria
usadaparaa execuç̃ao do programa,chamadapilha de execuç̃ao, no momentoem quefoi feita a � -ésimachamada
recursiva. A setaindicao sentidodo crescimentodapilhadeexecuç̃ao.
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MC PAR VL

Chamada 2

MC PAR VL

Chamada 1

MC PAR VL

Chamada K

Configuração da Pilha de Execução na Chamada K

PAR
MC

VL

= Memória de Controle (para retorno da chamada)
= Memória relativa aos parâmetros da chamada
= Memória relativa às variáveis locais da chamada

Figura27: Configurac¸ãodapilha deexecuç̃aoaṕos � -ésimachamadarecursiva.

10.2 Garantindo número finito dechamadasrecursivas

Notequenafigura26,daprimeirachamadaat́e a última,fizemos� chamadasrecursivas. Em um programarecursivo
é muito importantesegarantirqueesteprocessosejafinito. Casocontŕario, você teŕa um programaquefica fazendo
“infinitas” chamadasrecursivas(nocasoat́e quenãohajameḿoriasuficienteparaapróximachamada).

Paragarantirqueesteprocessosejafinito, tenhaemmentequesuarotina recursiva trabalhasobreumainst̂ancia
e paracadachamadarecursiva que ela irá fazer, garantaque a inst̂anciaque seŕa passadaa ele sejasempremais
restritaquea da chamadasuperior. Al ém disso,garantaqueestaseq̈uênciade restriç̃oesnos leve a uma inst̂ancia
suficientementesimplese quepermitafazero cálculodestecasodemaneiradireta,semusoderecurs̃ao. É isto que
garantiŕa que seuprocessorecursivo tem fim. Vamoschamarestainst̂anciasuficientementesimples(que a rotina
recursiva resolve demaneiradireta)debaseda recursão.

Nasduasfigurasaseguir apresentamosum exemplodeprogramausandorecurs̃aodiretae indireta.

program ProgramaFatorialRecursivo;

function fatorial(n: integer):integer;
begin

if (n� 0)
then fatorial: � 1
elsefatorial: � n � fatorial(n� 1);

end;
�

fatorial �
var n : integer;
begin

write(’Entre com um número: ’ );
readln(n);
writeln(’O fatorial de ’ ,n,

’ é igual a ’ ,fatorial(n));
end.

Figura28: Fatorialrecursivo (recurs̃aodireta).

program ProgramaParesImpares;
function impar(n: integer):boolean;forward;
function par(n : integer):boolean;
begin

if n� 0 then par:� true
elseif n� 1 then par:� false
elsepar: � impar(n� 1);

end;
�

par �
function impar(n: integer):boolean;
begin

if n� 0 then impar: � false
elseif n� 1 then impar:� true
elseimpar: � par(n� 1);

end;
�

impar �
var n : integer;
begin

write(’Entre com um inteiro positivo: ’ );
readln(n);
if (par(n))then writeln(’N úmero ’ ,n,’ é par.’ )
elsewriteln(’N úmero ’ ,n,’ é ı́mpar.’ );

end.

Figura29: Funç̃oespare impar(recurs̃ao indireta).

Estesdoisexemplossãoexemplos“f abricados”derotinasrecursivas,masquetemo proṕositodeapresentareste
tipo derotinacomoumaprimeirainst̂ancia.Naturalmenteexistemsoluç̃oesmelhoresparaseimplementarasfunções
acima.Discutiremosmaissobreissoposteriormente.

Agoravamosanalisarmelhora função fatorial recursiva. Note queo par̂ametroda função fatorial é um número
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inteiro positivo � . A cadachamadarecursiva, o par̂ametroqueé passadóe diminuido de umaunidade(o valor que
é passadona próxima chamadarecursiva é ��� � 
�� ). Assim, a inst̂anciado problemaa ser resolvido(o cálculo de
fatorial)vai diminuindo(ficandomaisrestrito)acadachamadarecursiva. E esteprocessodeveserfinito porqueexiste
umacondiç̃aoquefazcomqueeleparequandoa inst̂anciaficar suficientementepequena:caso�!�
� .

Considereo programadafigura29. Nesteprogramaapresentamosumexemploderecurs̃aoindireta.A funçãopar
nãochamaa si mesma,maschamaa função impar queemseguidapodechamara funçãopar novamente.A função
par (impar) retornatruecasoo par̂ametro� sejapar(ı́mpar).

Notequea primeirarotinaqueapareceno momentodacompilaç̃aoé a funçãopar. Ela faza chamadadafunção
impar. Comoestafunção impar est́a definidaabaixoda função par, a compilaç̃ao do programadariaerro (por não
ter sidopreviamentedefinida),casonãocoloćassemosumainformaç̃aodizendoa “cara” da função impar. Isto pode
serfeito colocandoantesdasuachamadaumadiretiva dizendocomoé a “cara” da função impar. Colocandoapenas
o cabec¸alhodafunçãoou procedimento,seguidodapalavra forward; , estaremosdizendoaocompiladorquetipo de
par̂ametroselaaceitaequetipo deresultadoelaretorna.Comisso,poderemosfazerchamadasdarotinaimpar, mesmo
quesuaespecificac¸ãosejafeita bemdepoisdestaschamadas.

Notetamb́emqueo tamanhodasinst̂anciasdaschamadasrecursivasdasfunçõespar e impar tamb́emdiminui de
tamanho.

Projetandoalgoritmos por Indução

Projetaralgoritmospor induç̃aoémuitoparecidocomo desenvolvimentodedemonstrac¸õesmateḿaticaspor induç̃ao.

Primeiroverifiqueseseuproblemapodeserresolvidoatravésdeproblemasmenoresdomesmotipo queo original.
Nestecaso,aoprojetarseualgoritmo,assumaquevoĉe já temrotinaspara resolverosproblemasmenores. Comisto
emmente,construaseualgoritmofazendochamadasrecursivaspararesolver osproblemasmenores.

Lembrandoquetodaseq̈uênciadechamadasrecursivasdevepararemalgummomento,construaumacondiç̃aopara
resolver osproblemassuficientementepequenosdemaneiradireta,semfazerchamadasrecursivas(basedarecurs̃ao).
Porfim, simulesuarotinaparaversetodososcasosest̃aosendocobertos.

10.3 Torr esdeHanoi

Vamosverumexemplodeprogramarecursivo, usandoprojetoindutivo, paraseresolverumproblema,chamadoTorres
deHanoi.

Torre de Hanoi: Há um conjuntode 3 pinos: 1,2,3. Um delestem � discosde tamanhosdiferentes,sendoqueos
maioresest̃aoembaixodosmenores.Osoutrosdoispinosest̃aovazios.O objetivo émovertodososdiscosdoprimeiro
pinoparao terceiropino,podendoseusaro segundocomopinoauxiliar. As regraspararesolver o problemasão.
1. Somenteum discopodesermovido decadavez.
2. Nenhumdiscopodesercolocadosobreum discomenorqueele.
3. Observando-sea regra2, qualquerdiscopodesermovido paraqualquerpino.
Escreva aordemdosmovimentosparaseresolver o problema.

1 32

Figura30: TorresdeHanoicom4 discos.

Notequeesteproblemaconsisteempassaros � discosdeum pino deorigem,paraum pino destino,usandomais
um pino auxiliar. Pararesolver o problemadastorresdehanoicom � discos,podemosusara seguinteestrat́egia(veja
figura31):

1. Passaros ���!� 
�� discosmenoresdoprimeiropinoparao segundopino.
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2. Passaro maiordiscoparao terceiropino.
3. Passaros ���!� 
�� discosdo segundopinoparao terceiropino.

Figura31: Estrat́egiado algoritmodasTorresdeHanoi.

Note queno item 1 acima,passamos����� 
�� discosde um pino parao outro. Aqui é importanteobservar que
todosestes����� 
�� discossão menoresqueo maior discoqueficou no pino. Assim, podemostrabalharcom estes����� 
�� discoscomosenãoexistisseo discogrande.Poismesmoquealgumdestes����� 
�� discosfiqueemcimado
discomaior, istonãoseŕanenhumproblema,já quetodososdiscoemcimadomaiordiscosãomenoresqueeste.Este
mesmoracioćınio sepropagaparasemoveros ���!� 
�� discosemetapas.

Observequeresolvemoso problemamaior, com � discos,sabendoseresolverumproblemade �"� 
 discos.Al ém
disso,paraumainst̂anciasuficientementepequena,com � discos,resolvemoso problemademaneiradireta(baseda
recurs̃ao).
program ProgramaHanoi;
procedure Hanoi(n,origem,auxiliar,destino : integer);
begin

if n � 0 then begin
hanoi(n� 1,origem,destino,auxil iar);
writeln(’Mova de ’ ,origem,’ para ’ ,destino);
hanoi(n� 1,auxiliar,origem,destino);

end;
end;
var n : integer;
begin

write(’Entre com a quantidade de discos no primeiro pino: ’ ); readln(n);
writeln(’A seq üência de movimentos para mover do pino 1 para o pino 3 é:’ );
hanoi(n,1,2,3);

end.

10.4 Quandonão usar recurs̃ao

Há momentosem que mesmoque o cálculo sejadefinido de forma recursiva, devemosevitar o uso de recurs̃ao.
Veremosdoiscasosondeo usoderecurs̃aodeve serevitado.

Chamadarecursiva no inı́cio ou fim da rotina

Quandotemosapenasumachamadaqueocorrelogo no inı́cio ou no fim darotina,podemostransformara rotinaem
outrainterativa (semrecurs̃ao)usandoum loop. De fato,nestescasosa rotinarecursiva simplesmenteest́a simulando
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umarotina interativa queusaumaestruturaderepetiç̃ao. Esteé o casodafunção fatorialquevimosanteriormentee
quepodesertransformadoemumafunçãonãorecursiva comonoexemplo7.9.

O motivo depreferirmosa vers̃aonãorecursiva é porquecadachamadarecursiva alocameḿoria paraasvariáveis
locais# e par̂ametros(além da meḿoria de controle)comoilustradona figura 27. Assim, a função fatorial recursiva
chegaa gastarumameḿoria queé proporcionalaovalor � dadocomopar̂ametrodafunção. Poroutrolado,a função
fatorial interativa do exemplo 7.9 gastauma quantidadepequenae constantede meḿoria local. Assim, a vers̃ao
interativa é maisrápidaeusamenosmeḿoriaparasuaexecuç̃ao.

A seguir apresentamosum outroexemploondeistoocorre.

Exemplo10.1 A funç̃ao para fazera buscabinária usaumaestratégia tipicamenterecursivacomusodeprojetopor
induç̃ao. A rotina deveencontrar umdeterminadoelementoemumvetorordenado.A idéia da estratégia é tomarum
elementodo meiodeum vetor ordenadoe compaŕa-lo como elementoprocurado. Casosejao próprio elemento,a
funç̃aoretornaa posiç̃aodesteelemento.Casocontŕario, a funç̃aocontinuasuabuscadamesmamaneira emumadas
metadesdovetor. Certamentea buscanametadedovetorpodeserfeitademaneira recursiva,comoapresentamosna
figura 32. Na figura 33apresentamosa versão interativa.

Notequea basedarecursão foi o vetorvazioquecertamentéeumvetorsuficientementepequenopara resolvermoso

constMAX � 100;
type TipoVet � array [1..MAX] of real;

function BuscaBin(var v : TipoVet;
inicio,fim : integer;
x : real):integer;

var meio:integer;
begin

if (inicio � fim) then
�
vetorvazio�

BuscaBinaria: � 0
�
naoachou�

elsebegin
meio: � (inicio $ fim) div 2;
if (x % v[meio]) then

BuscaBin: � BuscaBin(v,inicio,meio� 1,x)
elseif (x � v[meio]) then

BuscaBin: � BuscaBin(v,meio$ 1,fim,x)
elseBuscaBin: � meio;

end;
end;

�
BuscaBin�
Figura32: Buscabináriarecursivo.

constMAX � 100;
type TipoVet � array [1..MAX] of real;

function BuscaBin(var v : TipoVet;
inicio,fim : integer;
x : real):integer;

var pos,i,inicio,fim,meio:integer;
begin

pos: � 0;
while (inicio % � fim) and (pos� 0) do begin

meio: � (inicio $ fim) div 2;
if (x % v[meio]) then fim : � meio� 1
elseif (x � v[meio]) then inicio : � meio$ 1
elsepos:� meio;

end;
BuscaBin: � pos;

end;
�

BuscaBin�
Figura33: Buscabinárianãorecursivo.

problemademaneira direta.

Repetiç̃aode processamento

Quandofazemosusode recurs̃ao com váriaschamadasrecursivasocorrena maioriadasvezesquecadaumadestas
chamadasrecursivasé independenteumadaoutra.Casoocorramosmesmoscálculosentreduaschamadasrecursivas
independentes,estescálculosser̃ao repetidos,umaparacadachamada.Estetipo de comportamentopodeprovocar
umaquantidadede cálculosrepetidosmuito grandee muitasvezestorna o programainviável. Um exemploclaro
distoocorrenafunçãoFibonacci,queapesardeter suadefiniç̃aodemaneirarecursiva, o usodeumafunçãorecursiva
causaum númeroexponencialdecálculos,enquantoa vers̃ao interativa podeserfeito emtempoproporcionala � (o
par̂ametrodafunção). &('*),+.-0/21314' ��� � �6578 79 � se ���:� ,
 se ��� 
 e

&;'<)=+>-0/21,1?' ���!� 
�� $ &('<)=+.-0/�1,14' ���!� @ � se �A� 
 �
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A funçãoFibonaccirecursiva,apresentadaaseguir, é praticamentea traduç̃aodesuadefiniç̃aoparaPascal.
function fibo(n : integer):integer;
begin

if n� 0 then fibo:� 0
elseif n� 1 then fibo:� 1
elsefibo:� fibo(n� 1)$ fibo(n� 2);

end;

Na figura34,apresentamosasdiversaschamadasrecursivasdafunçãofibonacci,descritaacima,com ���CB . Por
simplicidade,chamamosa funçãoFibonaccide D .

F(1):=1

F(2) :=

F(2):=1+0=1

F(0):=0+F(1):=1

F(1):=1

F(2) :=

F(2):=1+0=1

F(0):=0+

F(3):=1+1=2

F(3) :=

+

F(1):=1

F(1):=1

F(2) :=

F(2):=1+0=1

F(0):=0+

F(3):=1+1=2

F(3) :=

+

F(4):=2+1=3

F(5):=3+2=5

F(4) :=

+
+

F(5) :=

Figura34: ChamadasrecursivasfeitasporFibonacci(5).

Notequecadachamadarecursiva é desenvolvida independentedaschamadasrecursivasanteriores.Isto provoca
umarepetiç̃aodoscálculosparamuitasdaschamadas.Porexemplo:quandofoi feitaachamadaD �*E � (maisadireitana
figura34)parao cálculode D �*B � , podeŕıamosteraproveitadoo cálculode D �*E � quetinhasidofeito anteriormentepara
secalcular D ��F � . Estetipo de duplicaç̃ao de chamadasocorrediversasvezes.Nestepequenoexemplojá é posśıvel
ver quea chamadade D � 
�� ocorreu5 vezes. De fato, uma ańalise maisdetalhadamostrariaque a quantidadede
processamentofeito porestafunçãoéexponencialem � (combaseumpoucomenorque2) enquantoo processamento
feito pelacorrespondentefunçãointerativa é linearem � .
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Exerćıcio 10.1 Seja� e � inteirostal que �HG ��% � . Usandoa identidadeI � �KJ � I �!� 
� J $ I �!� 
� � 
 JML
faça umafunç̃ao recursivaquecalcula NPO QSR .
Qual a relaç̃ao acima com o tri ângulo de Pascal ? Faça uma funç̃ao que calcula o valor de NTO Q�R aproveitandoa
estratégiado cálculodo tri ângulodePascal.

Exerćıcio 10.2 1. Uma planilha linear é formadapor um vetor (com ı́ndicesde 1 a MaxInd=100)ondecada
elementóechamadodecélula.

2. Cadacéluladaplanilhapodeconterumvalor realouumafórmulasimples.Para diferenciarestasduasformas,
cadacélula apresentaumcampochamadoTipo quepodeserumdosseguintescaracteres: (’n’,’+’, ’-’,’*’, ’/’).

3. Casoa célula tenhaTipo igual a ’n’, a célulacont́emumoutro campochamadovalor quearmazenaumnúmero
real.

4. SeTipo temo caracter ’+’ (resp.’-’,’*’, ’/’), ent̃ao há doiscampos(Ind1 e Ind2) quecont́emı́ndicesdo vetore
indicamqueo valor desteelementóe a soma(resp.subtração,multiplicaç̃ao e divisão) dosvaloresassociados
àscélulasdosı́ndicesInd1 e Ind2.
Por exemplo,a fórmulasimples

+ 4 5
indicaqueo valor destacélula éobtidosomando-seosvaloresdascélulas4 e5.

5. Para umailustraçãodestaplanilha,vejaa figura seguinte:

+1 2

4-3

5 + 6

7 * 8

9/10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

(n,60)

(n,50)

(n,40)

(n,30)

(n,20)

(n,10)

Células contendo fórmulas simples

Células contendo valores reais

Figura35: Planilhacomvaloresreaise fórmulassimples.

6. Inicialmentetodosascélulasda planilhacont́emumvalor real igual a zero (i.e., Tipo=’n’).

7. Para obtero valor deumacélula o programadeveprocederda seguintemaneira:
Sea célula cont́emum valor real, ent̃ao esteé o próprio valor da célula. Casocontŕario, obtemosos valores
dascélulasindicadasemInd1 e Ind2eaplicamosa operação correspondente.

8. Você podeconsiderar queumacélula é referenciadano máximoumavez.
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9. Para manipularosdadosnestaplanilha,voĉe deverá fazerumprogramapara ler umaseq̈uênciadelinhasque
podeter umdosseguintesformatos:
Linha lida Explicaç̃aodo comando
n [Ind] [Val] Colocanacélula [Ind] o valor [Val].

+ [Ind] [Ind1] [Ind2] O valor da célula [Ind] é o valor da célula [Ind1] somadoao
valor da célula [Ind2].

- [Ind] [Ind1] [Ind2] O valor da célula [Ind] é o valor da célula [Ind1] subtraido do
valor da célula [Ind2].U [Ind] [Ind1] [Ind2] O valor da célula [Ind] é o valor da célula [Ind1] multiplicado
como valor da célula [Ind2].

/ [Ind] [Ind1] [Ind2] O valor da célula [Ind] é o valor da célula [Ind1] dividido pelo
valor da célula [Ind2].

p [Ind] Imprimenatelao valor dacélula[Ind]. Estecomandonãoaltera
a planilha.

. Estecomando(.) finalizao programa.

10. Exemplo:Vamosconsiderar quequeremosavaliar o valor da fórmula �V�XW $MY � � �<Z[�]\ �V�V^ �X_ $MD � , para
diferentesvaloresde W L Y L Z L \ L _ L D . Podemosconsiderar o valor de W na célula1, o valor de Y nacélula 2,
..., o valor de D na célula 6. Comisso,podemosmontarnossaexpress̃ao comosseguintescomandos:
Linhasdeentrada Coment́arios
n 1 10 ` 
badce
 � W ce
 �
n 2 20 ` @ adc @.� Y c @.�
n 3 30 ` E adc E.� Z c E.�
n 4 40 ` F adc F2� \ c F2�
n 5 50 ` B adc B.� _ c B.�
n 6 60 `gf adc f � D c f �
+ 7 1 2 `ih adc � ` 
ba $
` @ a�� `ih adc �XW $jY �
- 8 3 4 `gk adc � ` E a � ` F a�� `gk adc �<Z
� D �
+ 9 5 6 `gl adc � ` B a $
`gf a�� `gl adc �X_ $jD �U 10 7 8 ` 
 � adc `ih a �m`gk a ` 
 � anc �XW $]Y � � �<Zo��\ �
/ 11 10 9 ` 
>
badc ` 
 � a�^ `gl a ` 
>
banc �V�XW $]Y � � �<Z
��\ �V�V^ �X_ $]D �

Nestepontoa planilhaapresenta
a configuração dafigura 35

p 11 Imprimeo cálculo de Imprime-2.73�V� 
 � $ @.� � � �*E.�"�AF2� �V�V^ �*B.� $]f � �
n 1 1 ` 
badce
 W ce

n 5 5 ` B adc B _ c B
p 11 Imprimeo cálculo de Imprime-3.23�V� 
 $ @.� � � �*E.�p�AF2� �V�V^ �*B $qf � �
. Fim doprocessamento

Exerćıcio adicional 1: Considere agora quecadacélula podeser referenciadamaisdeumavez,masa obtenç̃ao do
valor de cadacélula não deve fazerusodela mesma.Casoisto ocorra, dizemosquea planilha est́a inconsistente.
Faça umarotina queverificaseumaplanilhaest́a inconsistente.

Exerćıcio adicional 2: Considere agora umaplanilha bidimensional,condecadacélula deve ser especificadapor
doisı́ndices.Faça o mesmoprograma,comasdevidasmodificaç̃oes,para trabalharcomestetipo deplanilha.
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10.5 Exerćıcios

1. Faça umafunção recursiva paraencontrarum elementoem um vetor. A rotina deve ter comopar̂ametros:o
vetor, o númerode elementosdo vetor (o primeiro elementodo vetor começa no ı́ndice1), e um valor a ser
procurado.A rotinaretornao ı́ndicedo elementonovetor, casoesteseencontreno vetor, -1 casocontŕario.

2. Façaumarotinarecursiva paraimprimir oselementosdeum vetor, naordemdo menoŕındiceprimeiro.
3. Façaumarotinarecursiva paraimprimir oselementosdeum vetor, naordemdo maiorı́ndiceprimeiro.
4. A funçãodeAchermanédefinidarecursivamentenosnúmerosnãonegativoscomosegue:rs��t L � � �M� $ 
 Se tu�
� Lrs��t L � � �:rs��tv� 
 L 
�� Se txw�
� e ���:� Lrs��t L � � �:rs��tv� 
 L rs��t L �y� 
��V� Se txw�
� e �qw�:���

Faça um procedimentorecursivo paracomputara funçãodeAckerman.Obs.:Estafunçãocrescemuito rápido,
assimeladevepoderserimpressaparavalorespequenosde t e � .

5. Façaumarotinarecursiva paraimprimir todasaspermutac¸õesdosnúmerosde 
 a � , umapermutac¸ãopor linha.
6. Dadoumacadeiade caracteresde comprimento� , escreva umarotina recursiva que invertea seq̈uênciados

caracteres.I.e.,o primeirocaracterseŕa o último eo último seŕa o primeiro.
7. Um vetortem @ Q � 
 valoresinteiros(figura(a)),onde� é um inteiropositivo, �!z 
 . Estevetorrepresentauma

figurahieŕarquica(figura(b)) daseguintemaneira:

A B C FD E Gv

1 2 3 4 5 6 7

D

F

GEC

B

A
(b)(a)

Você podeimaginarque estevetor est́a representandouma árvore geneaĺogica de 3 ńıveis. Infelizmente,o
usúario do programaquefazusodestevetornecessitadealgomaisamiǵavel paraver estaestrutura.Faça uma
rotinarecursiva quedadoestevetor { eo valor � , imprimeasseguinteslinhas:

G-----------
F------------- -- -

E-----------
D-------------- -- -- -- -

C-----------
B------------- -- -

A-----------

Notequeficabemmaisfácil paraenxergarahierarquiavisualizandoestedesenho.A profundiadequeéimpresso
cadaelementóe feitacontrolandoosespac¸osdefinidosparaaprofundidadedeelementonahierarquia.

8. Escrevaumafunçãorecursivaparacalcularo máximodivisorcomum, mdc, dedoisinteirospositivosdaseguinte
maneira: |~}�� ��� LV� � � � se � � G]� � e � mod � �
���|~}�� ��� LV� � �Mt!���>� �sL � � se ��� % � � �|~}�� ��� LV� � �Mt!���>� �sL � | �n} � � casocontŕario.

9. Cálculo de determinantespor co-fatores.Seja W umamatriz quadradade ordem � . O Menor Complementar���i�
, de um elementor �i� da matriz W é definidocomoo determinanteda matriz quadradade ordem ����� 
��

obtidaa partir da matriz W , excluindoos elementosda linha � e da coluna � . O Co-Fator � �i� de W é definido
como: � �i� ����� 
�� ����� � �g� �
O determinantede umamatriz quadradaW de ordem � podesercalculadousandoos co-fatoresda linha � da
seguintemaneira:

det �XW � � � ��� W �P� $q� ��� W ��� $ �4�4� $]� � O W � O �
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O mesmocálculopodeserfeito pelosco-fatoresdacoluna� daseguintemaneira:

det �XW � � � �P� W �P� $j� �<� W �<� $ �4�4� $q� O � W O � �
Faça umarotina recursiva paracalcularo determinantede umamatriz de ordem � usandoo métododescrito
acima,ondea rotinatemo seguintecabec¸alho:

function determinante(var W :TipoMatrizReal;n:integer):real;
ondeTipoMatrizReaĺeum tipo adequadoparadefinirmatrize � é aordemdamatriz.
Obs.:Existemnaliteraturaoutrosmétodosmaiseficientesparasecalcularo determinante.

10. Seja{ ��� { � L �4�4� L { � L �4�4� L {2� L �4�4� L { O � umvetorcom � d́ıgitosentre� e l . Façaumarotinarecursivaparaverificar
seos elementos� { � L �4�4� L {2� � formamum númeropaĺındrome, 
 G � G���GC� . Obs.: Podeconsiderarqueos
númerospodemcomeçar comalgunsd́ıgitos � ’s,assim,o número0012100́epaĺındrome.
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